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6 LÍI NÂI ��UGi¡o tr¼nh l½ thuy¸t v  b i tªp Ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n �¤o h mri¶ng �÷ñc vi¸t düa tr¶n c¡c b i gi£ng v· ph÷ìng tr¼nh �¤o h mri¶ng cõa t¡c gi£ trong m÷íi n«m trð l¤i �¥y t¤i khoa To¡n -Tin,tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi. �º phò hñp vîi ch÷ìng tr¼nhgi£ng d¤y mæn Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng cho n«m thù ba khoaTo¡n-Tin cõa Tr÷íng, chóng tæi chia gi¡o tr¼nh l m bèn ch÷ìng,câ ph¦n phö löc v  h÷îng d¨n gi£i b i tªp.Ch÷ìng I tr¼nh b y mët sè b i to¡n vªt l½ v  c¡c kh¡i ni»mcì b£n cõa ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng. Ph÷ìng tr¼nh Laplace �¤idi»n cho ph÷ìng tr¼nh lo¤i elliptic �÷ñc �÷a v o ch÷ìng II, trong �ât¡c gi£ tr¼nh b y c¡c t½nh ch§t cì b£n cõa h m �i·u háa v  nghi¶ncùu b i to¡n Dirichlet trong mi·n bà ch°n. Ch÷ìng III v  IV tr¼nhb y c¡c v§n �· cì b£n li¶n quan �¸n ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng v ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t, �â l  c¡c ph÷ìng tr¼nh �ìn gi£n �¤i di»ncho hai lîp ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng: ph÷ìng tr¼nh hyperbolicv  ph÷ìng tr¼nh parabolic. Cuèi méi ch÷ìng �·u câ ph¦n b i tªpnh¬m khc s¥u l½ thuy¸t. Ph¦n phö löc phöc vö cho sinh vi¶n lîpch§t l÷ñng cao khoa To¡n-Tin cõa Tr÷íng. Do vªy, chóng tæi bêsung ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng trong l½ thuy¸t ph÷ìngtr¼nh �¤o h m ri¶ng hi»n �¤i. Ti¸p theo b i to¡n Cauchy �èi vîi h»hyperbolic �èi xùng c§p mët �÷ñc �÷a v o v  cuèi còng l  chùngminh sü tçn t¤i nghi»m gi£i t½ch cõa �ành l½ Kovalepskaia m  t½nhduy nh§t cõa nghi»m �¢ �÷ñc chùng minh trong ch÷ìng I. Cuèi



7s¡ch l  ph¦n h÷îng d¨n gi£i b i tªp cõa bèn ch÷ìng �¦u nh¬mgióp sinh vi¶n tü kiºm tra k¾ n«ng gi£i b i tªp cõa m¼nh.Gi¡o tr¼nh nh¬m phöc vö chõ y¸u cho sinh vi¶n khoa To¡n-Tin,tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi. Tuy nhi¶n, gi¡o tr¼nh n y công câthº l m t i li»u tham kh£o cho sinh vi¶n c¡c ng nh To¡n, To¡n-Tinùng döng, Cæng ngh» Thæng tin, K¾ thuªt �i»n tû, K¾ thuªt �i»nv  c¡c ng nh k¾ thuªt kh¡c trong c¡c tr÷íng �¤i håc. Ngo i ra, gi¡otr¼nh cán câ thº gióp ½ch cho c¡c �åc gi£ muèn t¼m hiºu v· mænhåc Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng.Cuèi còng, t¡c gi£ xin ch¥n th nh c¡m ìn c¡c þ ki¸n �âng gâpcõa c¡c nh  to¡n håc, �°c bi»t l  c¡c th nh vi¶n cõa bë mæn Gi£it½ch, khoa To¡n-Tin, tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m H  Nëi �º cuèn s¡ch�÷ñc ho n thi»n hìn. T¡c gi£ công mong ti¸p töc nhªn �÷ñc c¡c þki¸n �âng gâp cho cuèn s¡ch. T�C GI�



8 Danh möc k½ hi»u
C�C K� HI�U V� �ÀNH NGH�A CHUNGTa �÷a v o c¡c k½ hi»u v  �ành ngh¾a �÷ñc dòng trong cuèns¡ch. Rn �÷ñc k½ hi»u l  khæng gian Euclide n - chi·u vîi c¡c �iºm

x = (x1, . . . , xn), xj ∈ R (R l  tªp c¡c sè thüc); |x| =
√∑n

j=1 x
2
j .�èi vîi hai �iºm x = (x1, . . . , xn) v  y = (y1, . . . , yn) cõa khænggian n y, ta x²t t½ch væ h÷îng

(x, y) =

n∑

j=1

xjyjv  kho£ng c¡ch giúa chóng
|x− y| =

√√√√
n∑

j=1

(xj − yj)2.Mët tªp hñp mð li¶n thæng trong khæng gian Rn �÷ñc gåi l mi·n v  k½ hi»u l  Ω. Mi·n Ω �÷ñc gåi l  mi·n bà ch°n n¸u måi�iºm x ∈ Ω �·u thäa m¢n �i·u ki»n |x| 6 M, ð �â M l  mët h¬ngsè n o �â. Bi¶n cõa mi·n Ω �÷ñc k½ hi»u l  ∂Ω, cán bao �âng cõa
Ω l  Ω. Nh÷ vªy ∂Ω = Ω\Ω. K½ hi»u Br(y) l  h¼nh c¦u mð trong
Rn vîi t¥m y, b¡n k½nh r; ωn l  thº t½ch h¼nh c¦u �ìn và trong Rn.

Dαu = Dα
xu =

∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n

, α = (α1, . . . , αn), |α| =
n∑

j=1

αj ,
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αj l  c¡c sè nguy¶n khæng ¥m.Gi£ sû A l  mët tªp hñp thuëc Rn.Mët h m f(x) �÷ñc x¡c �ànht¤i måi �iºm x ∈ A �÷ñc gåi l  thuëc lîp Ck(A) n¸u f(x) câ c¡c �¤oh m ri¶ng li¶n töc �¸n c§p k t¤i t§t c£ c¡c �iºm trong cõa A v  c¡c�¤o h m n y th¡c triºn li¶n töc �÷ñc ra to n bë A, k ≥ 1. N¸u f(x)li¶n töc t¤i t§t c£ c¡c �iºm cõa tªp hñp A, th¼ vi¸t f(x) ∈ C0(A).K½ hi»u C∞(A) l  lîp c¡c h m f(x) ∈ Cm(A), ∀m ≥ 0. �º ph¥nbi»t c¡c bi¸n, ta k½ hi»u Rn+1

x,t l  khæng gian Euclide n + 1 chi·u,mët �iºm thuëc nâ �÷ñc k½ hi»u l  (x, t) = (x1, . . . , xn, t). Gi£ sû
A ⊂ Rn+1

x,t . Ta nâi h m f(x, t) ∈ Ck,m(A), k ≥ 1, m ≥ 1, n¸u f(x, t)câ c¡c �¤o h m li¶n töc theo x �¸n c§p k, theo t �¸n c§p m t¤imåi �iºm trong cõa tªp A v  c¡c �¤o h m n y câ thº th¡c triºn�÷ñc li¶n töc ra to n bë tªp A. Mi·n Ω ⊂ Rn �÷ñc gåi l  thuëclîp Ak, k ≥ 1, n¸u �èi vîi mët �iºm b§t k¼ x0 ∈ ∂Ω tçn t¤i mët sènguy¶n `, 1 6 ` 6 n, v  mët l¥n cªn U(x0, ρ), ρ = const > 0 saocho ∂Ω ∩ U(x0, ρ) n¬m tr¶n si¶u m°t
x` = f`(x1, . . . , x`−1, x`+1, . . . , xn),th¶m v o �â f` ∈ Ck(G`), ð �â G` l  mi·n bi¸n thi¶n c¡c �èi sè cõah m f`. Khi �â Ω �÷ñc gåi chung l  mi·n vîi bi¶n trìn.Mi·n Ω �÷ñc gåi l  trìn tøng khóc n¸u nâ câ thº x§p x¿ bði c¡cmi·n trìn. Ta �÷a v o �ành ngh¾a ch½nh x¡c kh¡i ni»m n y. Ta nâir¬ng, mi·n Ω thuëc lîp Bk, k ≥ 1, n¸u tçn t¤i mët d¢y c¡c mi·n

Ωm sao cho Ωm ∈ Ak,Ωm ⊂ Ω,Ωm ⊂ Ωm+1, v 
∫

Ω\Ωm

dx→ 0,

∫

∂Ωm\∂Ω

ds→ 0



10 Danh möc k½ hi»ukhim→ ∞, ð �â ds l  ph¦n tû di»n t½ch m°t ∂Ωm. �èi vîi c¡c mi·ncõa lîp Ak, k ≥ 1, công nh÷ �èi vîi c¡c mi·n cõa lîp Bk, k ≥ 1, tacâ cæng thùc Gauss-Ostrogradsky
∫

Ω

n∑

j=1

∂uj

∂xj
dx =

∫

∂Ω

n∑

j=1

ujνjds,ð �â uj ∈ C1(Ω),Ω ∈ Ak ho°c Ω ∈ Bk, ν = (ν1, . . . , νn) l  ph¡pvectì �ìn và ngo i tîi ∂Ω, ds l  ph¦n tû di»n t½ch ∂Ω. Tø cæng thùcn y ta nhªn �÷ñc cæng thùc t½ch ph¥n tøng ph¦n: N¸u u(x) ∈ C1(Ω)v  v(x) ∈ C1(Ω),Ω ∈ Bk, th¼
∫

Ω

u
∂v

∂xj
dx = −

∫

Ω

v
∂u

∂xj
dx+

∫

∂Ω

uvνjds.Cæng thùc n y nhªn �÷ñc tø cæng thùc Gauss-Ostrogradsky khi�°t ui = 0 vîi i 6= j v  uj = uv.K½ hi»u ∆ l  to¡n tû Laplace , tùc l 
∆u =

n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

.Trong gi¡o tr¼nh n y ta nghi¶n cùu c¡c b i to¡n bi¶n v  b i to¡nCauchy �èi vîi c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng tuy¸n t½nh c§p haivîi mët h m ©n sau:
∆u = 0 − Ph÷ìng tr¼nh Laplace;

∂2u

∂t2
= ∆u− Ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng;

∂u

∂t
= ∆u− Ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t.



Danh möc k½ hi»u 11Mët c¡ch têng qu¡t, ph÷ìng tr¼nh li¶n h» c¡c h m ©n u1, . . . , uN ,c¡c bi¸n v  c¡c �¤o h m ri¶ng cõa chóng �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh�¤o h m ri¶ng.Mët ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng chùa ½t nh§t mët �¤o h m c§p
m v  khæng chùa c¡c �¤o h m c§p cao hìn m �÷ñc gåi l  ph÷ìngtr¼nh c§p m. C§p cõa h» c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng l  c§p lînnh§t trong c¡c c§p cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh trong h».Ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng �÷ñc gåi l  tuy¸n t½nh, n¸u nâ tuy¸nt½nh �èi vîi t§t c£ c¡c h m ©n v  c¡c �¤o h m cõa chóng. Ph÷ìngtr¼nh �¤o h m ri¶ng �÷ñc gåi l  tüa tuy¸n t½nh, n¸u nâ tuy¸n t½nh�èi vîi t§t c£ c¡c �¤o h m bªc cao nh§t cõa c¡c h m ©n.Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng l  mët h m sao chokhi thay v o h m ©n, ph÷ìng tr¼nh n y bi¸n th nh �çng nh§t thùctheo c¡c bi¸n sè �ëc lªp. Nghi»m cõa h» �÷ñc �ành ngh¾a t÷ìng tü.



12 Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng
CH×ÌNG IPH�N LO�I PH×ÌNG TR�NH��O H�M RI�NG

§1. Mët sè b i to¡n vªt l½ d¨n �¸nph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ngL½ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng mang hai n²t �°c thò cìb£n. Thù nh§t l  mèi li¶n h» trüc ti¸p vîi c¡c b i to¡n vªt l½. Qu¡tr¼nh nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng th÷íng g°p trongvªt l½ d¨n tîi h¼nh th nh mët ng nh mîi cõa gi£i t½ch v o giúa th¸k� XVIII: Ph÷ìng tr¼nh vªt l½ to¡n. �°t n·n mâng cho ng nh khoahåc n y ph£i kº �¸n c¡c nh  to¡n håc J. D' Alembert (1717-1783),L. Euler (1707-1783), D. Bernoulli (1700-1782), J. Lagrange (1736-1813), P. Laplace (1749-1827), S. Poisson (1781-1840), J. Fourier(1768-1830). C¡c þ t÷ðng v  ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu cõa hå khixem x²t c¡c b i to¡n cö thº cõa vªt l½ to¡n câ £nh h÷ðng r§t lîn�¸n sü ph¡t triºn l½ thuy¸t têng qu¡t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ngv o cuèi th¸ k� XIX.N²t �°c thò thù hai cõa l½ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 13l  mèi quan h» mªt thi¸t cõa nâ vîi c¡c ng nh to¡n håc kh¡c nh÷gi£i t½ch h m v  l½ thuy¸t h m, tæ pæ, �¤i sè, gi£i t½ch phùc. Mëtm°t, l½ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng sû döng c¡c kh¡i ni»mcì b£n, c¡c t÷ t÷ðng v  ph÷ìng ph¡p cõa c¡c l¾nh vüc to¡n håcn y; m°t kh¡c nâ £nh h÷ðng l¤i �¸n c¡c v§n �· v  h÷îng nghi¶ncùu cõa chóng. V o n«m 1747, J. D' Alembert �÷a ra ph÷ìng tr¼nhdao �ëng cõa d¥y v  nhªn �÷ñc cæng thùc biºu di¹n nghi»m têngqu¡t cõa nâ. Sau �â L. Euler cho mët cæng thùc nghi»m cõa b ito¡n Cauchy (1789-1857) �èi vîi ph÷ìng tr¼nh dao �ëng cõa d¥y(cæng thùc D'Alembert), cán D. Bernoulli chùng minh r¬ng mëtnghi»m b§t k¼ cõa ph÷ìng tr¼nh dao �ëng cõa d¥y biºu di¹n �÷ñcb¬ng chuéi l÷ñng gi¡c. Cuëc tranh luªn v· b£n ch§t nghi»m cõaph÷ìng tr¼nh dao �ëng cõa d¥y gúa ba nh  to¡n håc câ þ ngh¾aquan trång trong vi»c ph¡t triºn ng nh vªt l½ to¡n, gi£i t½ch v  �°cbi»t l  l½ thuy¸t c¡c chuéi l÷ñng gi¡c. Ti¸p theo v o n«m 1822 khix²t b i to¡n truy·n nhi»t J. Fourier �¢ nghi¶n cùu c¡c v§n �· v·khai triºn mët h m th nh chuéi l÷ñng gi¡c v  sau �â L. Dirichlet(1805-1859) l¦n �¦u ti¶n ch¿ ra �i·u ki»n �õ �º mët h m câ thºkhai triºn �÷ñc th nh chuéi l÷ñng gi¡c. �i·u �â t¤o �i·u ki»n h¼nhth nh l½ thuy¸t tªp hñp v  l½ thuy¸t h m hi»n �¤i.Vi»c nghi¶n cùu c¡c ph÷ìng tr¼nh vªt l½ to¡n l m n£y sinh ranhi·u ph÷ìng ph¡p, ch¯ng h¤n ph÷ìng ph¡p Fourier, ph÷ìng ph¡pRiesz, ph÷ìng ph¡p Galerkin. T½nh húu hi»u cõa vi»c ¡p döng c¡cph÷ìng ph¡p n y v o c¡c v§n �· vªt l½ �ái häi lªp luªn to¡n håcch°t ch³. Tø �â h¼nh th nh c¡c l½ thuy¸t to¡n håc mîi, c¡c h÷îng



14 Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ngnghi¶n cùu mîi: l½ thuy¸t t½ch ph¥n Fourier, l½ thuy¸t khai triºnth nh c¡c h m ri¶ng.�º nhªn �÷ñc c¡c ph÷ìng tr¼nh tø c¡c hi»n t÷ñng vªt l½ c¦n ph£ibä qua c¡c y¸u tè thù y¸u cõa hi»n t÷ñng, tùc l  ph÷ìng tr¼nh ch¿mæ t£ c¡c quy luªt vªt l½ cì b£n (�ành luªt b£o to n n«ng l÷ñng,�ëng l÷ñng, khèi l÷ñng, v.v...). B¬ng c¡ch �â câ thº nhªn �÷ñc c¡cph÷ìng tr¼nh mæ t£ c¡c hi»n t÷ñng vªt l½ trong �i»n �ëng lüc håc,thõy �ëng håc, l½ thuy¸t � n hçi v  c¡c l¾nh vüc kh¡c. Vi»c nghi¶ncùu c¡c hi»n t÷ñng vªt l½ nhí c¡c mæ h¼nh to¡n håc cho ph²p nhªnbi¸t khæng ch¿ m°t �ành l÷ñng m  c£ b£n ch§t c¡c hi»n t÷ñng vªtl½. �º l m v½ dö, ta x²t mët sè b i to¡n cö thº sau.1. Ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t. Gi£ sû nhi»t �ë cõa vªt thº Ωt¤i �iºm x = (x1, x2, x3) v  t¤i thíi �iºm t �÷ñc x¡c �ành bði h m
u(x, t) ∈ C2,1(Ω × [0, T ]). Ta coi Ω l  vªt thº �¯ng h÷îng, tùc l nhi»t truy·n theo ph÷ìng n o công nh÷ nhau.Gi£ sû Ω1 l  mi·n con tòy þ cõa Ω vîi bi¶n ∂Ω1 trìn. Ta x²t süthay �êi nhi»t trong Ω1 sau mët kho£ng thíi gian tø t1 �¸n t2.Theo �ành luªt Newton, sau kho£ng thíi gian tø t1 �¸n t2 l÷ñngnhi»t truy·n qua m°t ∂Ω1 b¬ng:

∫ t2

t1

dt

∫

∂Ω1

k(x)
∂u

∂ν
ds, (1.1)trong �â ∂u/∂ν l  �¤o h m theo h÷îng ph¡p tuy¸n ngo i �èi vîim°t ∂Ω1, k(x) l  h m d÷ìng v  �÷ñc gåi l  h» sè truy·n nhi»t b¶ntrong vªt thº t¤i �iºm x.Trong vªt thº câ thº tü sinh ra nhi»t (ch¯ng h¤n do t¡c �ëng



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 15cõa dáng �i»n hay ph£n ùng ho¡ håc). Khi �â l÷ñng nhi»t sinh ratrong vªt thº Ω1 sau kho£ng thíi gian tø t1 �¸n t2 l :
∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

f(x, t)dx, (1.2)ð �â f(x, t) l  mªt �ë nguçn nhi»t t¤i �iºm x v  thíi �iºm t.M°t kh¡c sü thay �êi l÷ñng nhi»t b¶n trong Ω1 sau kho£ng thíigian tø t1 �¸n t2 câ thº �÷ñc x¡c �ành qua sü thay �êi nhi»t �ë. Süthay �êi l÷ñng nhi»t n y b¬ng:
∫

Ω1

c(x)ρ(x)[u(x, t2) − u(x, t1)]dx, (1.3)ð �¥y ρ(x) l  mªt �ë khèi l÷ñng v  c(x) l  nhi»t dung cõa vªtthº t¤i �iºm x. Ta gi£ thi¸t r¬ng k(x) ∈ C1(Ω), f(x, t) ∈ C0(Ω ×
[0, T ]), ρ(x) ∈ C0(Ω) v  c(x) ∈ C0(Ω). Tø (1.1), (1.2) v  (1.3), theo�ành luªt b£o to n n«ng l÷ñng ta nhªn �÷ñc �¯ng thùc:

∫

Ω1

c(x)ρ(x)[u(x, t2) − u(x, t1)]dx =

∫ t2

t1

dt

∫

∂Ω1

k(x)
∂u

∂ν
ds+

+

∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

f(x, t)dx. (1.4)Theo cæng thùc Gauss - Ostrogradsky ta câ:
∫ t2

t1

dt

∫

∂Ω1

k(x)
∂u

∂ν
ds =

3∑

i=1

∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

∂

∂xi

(k(x)
∂u

∂xi

)dx.Bði vªy �¯ng thùc (1.4) câ thº vi¸t d÷îi d¤ng:
∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

c(x)ρ(x)
∂u

∂t
dx =

3∑

i=1

∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

∂

∂xi
(k(x)

∂u

∂xi
)dx
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+

∫ t2

t1

dt

∫

Ω1

f(x, t)dx. (1.5)Bði v¼ Ω1 l  mi·n con tòy þ cõa Ω v  kho£ng thíi gian (t1, t2) tòyþ, c¡c h m d÷îi d§u t½ch ph¥n l  li¶n töc, n¶n tø (1.5) suy ra
c(x)ρ(x)

∂u

∂t
=

3∑

i=1

∂

∂xi
(k(x)

∂u

∂xi
) + f(x, t) (1.6)vîi måi t ∈ [0, T ] v  måi x ∈ Ω.Ph÷ìng tr¼nh (1.6) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t L¦n�¦u ti¶n ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc Fourier thi¸t lªp v o n«m 1822 vîi

f(x, t) ≡ 0 v  c(x), ρ(x), k(x) l  c¡c h¬ng sè. Sau �â nâ trð th nh�èi t÷ñng nghi¶n cùu cõa nhi·u nh  to¡n håc trong th¸ k� XIX.Trong thüc ti¹n, ch¸ �ë nhi»t ð tr¶n bi¶n cõa vªt thº £nh h÷ðng�¸n sü ph¥n bè nhi»t b¶n trong cõa nâ. Ngo i ra, nhi»t �ë b¶ntrong vªt thº t¤i thíi �iºm ban �¦u t = 0 v  nhi»t �ë tr¶n bi¶n vªtthº t¤i thíi �iºm b§t k¼ t ≥ 0 x¡c �ành mët c¡ch �ìn trà nhi»t �ëvªt thº khi t > 0.B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.6) thäa m¢n �i·u ki»nban �¦u
u|t=0 = u0(x) (1.7)v  �i·u ki»n bi¶n d¤ng
u|∂Ω×[0,T ] = ϕ, (1.8)gåi l  b i to¡n bi¶n ban �¦u thù nh§t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.6).N¸u bi¸t �÷ñc l÷ñng nhi»t truy·n qua mët ph¦n b§t k¼ cõa bi¶nvªt thº sau mët kho£ng thíi gian tø t1 �¸n t2, th¼ theo �ành luªt



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 17Newton �¤o h m theo h÷îng ph¡p tuy¸n �èi vîi bi¶n �÷ñc x¡c �ành�ìn trà t¤i méi �iºm cõa bi¶n v  t¤i mët thíi �iºm b§t k¼. Tø �ân£y sinh ra b i to¡n bi¶n ban �¦u thù hai �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.6),tùc l  b i to¡n t¼m nghi»m u(x, t) cõa ph÷ìng tr¼nh (1.6) thäa m¢n�i·u ki»n ban �¦u (1.7) v  �i·u ki»n bi¶n d¤ng
∂u

∂ν

∣∣∣
∂Ω×[0,T ]

= ψ. (1.8′)2. Ph÷ìng tr¼nh Laplace. Trong v½ dö tr¶n, n¸u nhi»t �ë cõa vªtthº ên �ành, tùc l  khæng phö thuëc v o thíi gian, th¼ h m u(x)cho ph¥n bè døng cõa nhi»t �ë v  thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh:
3∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= f(x). (1.9)Ph÷ìng tr¼nh (1.9) l¦n �¦u ti¶n �÷ñc S. Poisson �÷a ra v on«m 1813 v  �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh Poisson. Trong tr÷íng hñp
f(x) ≡ 0 ph÷ìng tr¼nh (1.9) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh Laplace.Ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc th§y trong c¡c cæng tr¼nh cõa L. Euler v J. Lagrange, nh÷ng l¦n �¦u ti¶n nâ �÷ñc nghi¶n cùu mët c¡ch h»thèng trong c¡c cæng tr¼nh cõa P. Laplace v o n«m 1782 v  1787.B i to¡n t¼m ph¥n bè døng cõa nhi»t �ë b¶n trong vªt thº theonhi»t �ë �¢ cho tr¶n bi¶n �÷ñc gåi l  b i to¡n Dirichlet theo t¶nnh  to¡n håc L. Dirichlet, æng l  ng÷íi �¦u ti¶n chùng minh �÷ñcsü duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n n y.3. Ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng. Câ nhi·u qu¡ tr¼nh dao �ëng �÷ñc
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a2

n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

=
∂2u

∂t2
, a = const > 0. (1.10)Ph÷ìng tr¼nh n y �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng. Tr÷ínghñp n = 1 ph÷ìng tr¼nh (1.10) mæ t£ dao �ëng cõa d¥y.Gi£ thi¸t và tr½ ban �¦u cõa sñi d¥y tròng vîi tröc Ox v  nâdao �ëng trong m°t th¯ng �ùng nhí mët t¡c �ëng n o �â. �º �ìngi£n ta coi méi �iºm cõa d¥y dàch chuyºn th¯ng gâc vîi tröc Oxv  trong còng mët m°t ph¯ng (x, u). Tung �ë u cho �ë l»ch cõad¥y khäi và tr½ c¥n b¬ng. Nh÷ vªy u l  h m cõa hai bi¸n x v  t.Gi£ thi¸t th¶m r¬ng d¥y thu¦n nh§t v  câ �ë d y nh÷ nhau, hìnnúa d¥y khæng gi¢n nh÷ng khæng c÷ïng l¤i sü uèn v  sau thíi �iºmban �¦u khæng câ ngo¤i lüc n o t¡c �ëng v o d¥y núa. Khi �â h m

u(x, t) thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh
∂2u

∂x2
=

1

a2

∂2u

∂t2
, (1.11)ð �¥y a l  h¬ng sè phö thuëc v o c¡c t½nh ch§t vªt l½ cõa d¥y.N¸u t¤i và tr½ c¥n b¬ng d¥y tròng vîi �o¤n [0, `] cõa tröc Ox v �÷ñc cè �ành ð hai �¦u mót th¼ vi»c x¡c �ành h¼nh d¡ng cõa d¥yt¤i mët thíi �iºm b§t k¼ d¨n �¸n b i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìngtr¼nh (1.11) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n bi¶n

u(0, t) = 0, u(`, t) = 0,v  c¡c �i·u ki»n ban �¦u
u|t=0 = u0(x),

∂u

∂t
|t=0 = u1(x).



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 19Ph÷ìng tr¼nh (1.11) l  mët trong c¡c ph÷ìng tr¼nh �¤o h mri¶ng �¦u ti¶n �÷ñc nghi¶n cùu chi ti¸t v o th¸ k� XVIII. Nhi·uquy luªt vªt l½ v  cì håc kh¡c công �÷a �¸n c¡c ph÷ìng tr¼nh t÷ìngtü vîi (1.11). Ch¯ng h¤n quy luªt dao �ëng cõa m ng �÷ñc biºudi¹n bði ph÷ìng tr¼nh (1.10) vîi n = 2, ho°c quy luªt dao �ëng nhäcõa ch§t kh½ l½ t÷ðng �÷ñc mæ t£ nhí (1.10) vîi n = 3.
§2. B i to¡n Cauchy. Kh¡i ni»m v· �°c tr÷ng.�ành l½ Kovalepskaia1. B i to¡n Cauchy. �ành l½ KovalepskaiaGi£ sû Ω l  mi·n n o �â trong khæng gian Rn (câ thº tròng vîi

Rn). X²t trong Ω ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng tuy¸n t½nh c§p hai
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

ai(x)
∂u

∂xi

+ a(x)u = f(x), (1.12)ð �â aij , ai, a, f l  c¡c h m nhªn gi¡ trà phùc v  �õ trìn.N¸u n = 1 v  a11 6= 0 th¼ (1.12) vi¸t l¤i �÷ñc d÷îi d¤ng
u′′ + b(t)u′ + c(t)u = f(t), t = x1. (1.13)B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.13) thäa m¢n c¡c�i·u ki»n ban �¦u u(t0) = u0, u

′(t0) = u1, l  b i to¡n Cauchy trongph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íng.Trong l½ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íng, �ành l½ Cauchykh¯ng �ành r¬ng ph÷ìng tr¼nh (1.13) câ nghi»m gi£i t½ch duy nh§t



20 Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ngtrong mët l¥n cªn n o �â cõa �iºm t0, thäa m¢n c¡c �i·u ki»n ban�¦u n¸u c¡c h» sè v  sè h¤ng tü do cõa ph÷ìng tr¼nh n y l  c¡c h mgi£i t½ch trong kho£ng (a, b), t0 ∈ (a, b). Mët c¡ch tü nhi¶n, vi»c mðrëng b i to¡n Cauchy tø ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íng sang ph÷ìngtr¼nh �¤o h m ri¶ng �÷ñc ti¸n h nh nh÷ sau.Ta t¡ch mët bi¸n trong c¡c bi¸n (x1, . . . , xn), ch¯ng h¤n xnv  �°t t = xn. Trong vªt l½, t giú vai trá thíi gian, cán x′ =

(x1, . . . , xn−1) l  c¡c to¤ �ë khæng gian. Gi£ sû tr¶n m°t ph¯ng
t = t0 v  trong mët l¥n cªn cõa �iºm x′0 = (x0

1, . . . , x
0
n−1) cho c¡c�i·u ki»n ban �¦u

u|t=t0 = u0(x
′),
∂u

∂t

∣∣∣
t=t0

= u1(x
′). (1.14)B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.12) trong mët l¥n cªnn o �â cõa x0 = (x0

1, . . . , x
0
n−1, t

0) vîi c¡c �i·u ki»n ban �¦u (1.14)�÷ñc gåi l  b i to¡n Cauchy.Nh÷ vªy b i to¡n Cauchy (1.12), (1.14) l  sü suy rëng tü nhi¶ncõa b i to¡n Cauchy trong ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íng. V§n �· �°tra l  vîi gi£ thi¸t n o th¼ b i to¡n Cauchy (1.12), (1.14) câ nghi»m.V o n«m 1874, S. V. Kovalepskaia (1850-1891) chùng minh �÷ñc�ành l½ tçn t¤i duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n Cauchy trong lîpc¡c h m gi£i t½ch v  nâ �÷ñc mang t¶n l  �ành l½ Kovalepskaia. Nh÷vªy, �ành l½ Cauchy �¢ �÷ñc S. V. Kovalepskaia mð rëng cho ph÷ìngtr¼nh �¤o h m ri¶ng.
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∂2u

∂t2
=

n−1∑

i,j=1

bij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n−1∑

i=1

bin(x)
∂2u

∂xi∂t
+

+
n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

+ b(x)u + h(x) (1.15)�ành l½ Kovalepskaia. Gi£ sû bij , bin, bi, b, h l  c¡c h m gi£it½ch trong mët l¥n cªn cõa �iºm x0, cán uj, j = 0, 1 l  c¡c h m gi£it½ch trong mët l¥n cªn cõa �iºm x′0. Khi �â b i to¡n Cauchy (1.15),(1.14) câ nghi»m gi£i t½ch trong mët l¥n cªn n o �â cõa �iºm x0v  l  nghi»m duy nh§t trong lîp c¡c h m gi£i t½ch.Chùng minh. Tr÷îc ti¶n ta chùng minh t½nh duy nh§t. Ta s³chùng minh r¬ng n¸u nghi»m gi£i t½ch u(x) cõa b i to¡n Cauchy(1.15),(1.14) tçn t¤i, th¼ c¡c h» sè trong khai triºn th nh chuéi luÿthøa cõa nâ �÷ñc x¡c �ành duy nh§t. Gi£ sû u(x) �÷ñc khai triºnth nh chuéi luÿ thøa hëi tö tuy»t �èi:
u(x) = u(x′, t) =

∑

α′,αn

Cα′,αn
(x′ − x′0)

α′
(t− t0)αn ,ð �â

α′ = (α1, . . . , αn−1), (x
′ − x′0)

α′
= (x1 − x0

1)
α1 . . . (xn−1 − x0

n−1)
αn−1 ,

Cα′,αn
=

1

α1!α2!...αn!
Dα′

x′Dαn

t u(x′0, t
0).Nhí l§y �¤o h m �¯ng thùc (1.14) theo x′ ta nhªn �÷ñc

Dα′
x′D

j
tu(x

′
0, t

0) = Dα′
x′uj(x

′
0), j = 0, 1, (1.16)



22 Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ngvîi b§t k¼ α′. Tø (1.15) ta câ vîi b§t k¼ β ′ = (β1, . . . , βn−1) :

Dβ′

x′D
2
tu(x

′
0, t

0) ≡ Dβ′

x′
∂2u

∂t2
(x′0, t

0)

= (
n−1∑

i,j=1

Dβ′

x′ [bij(x)
∂2u

∂xi∂xj

])|x=x0

+(

n∑

i=1

Dβ′

x′ [bin(x)
∂2u

∂xi∂t
])|x=x0 + (

n∑

i=1

Dβ′

x′ [bi(x)
∂u

∂xi
])|x=x0

+(Dβ′

x′ [b(x)u])|x=x0 +Dβ′

x′h(x
0). (1.17)V¸ ph£i cõa �¯ng thùc (1.17) ho n to n �÷ñc x¡c �ành nhí (1.16).Do �â t¤i �iºm (x′0, t

0) c¡c �¤o h m d¤ng Dβ′

x′D2
tu �÷ñc x¡c �ành.Gi£ sû vîi mët sè k n o �â, k ≥ 2, t¤i �iºm x0 x¡c �ành �÷ñc t§tc£ c¡c �¤o h m d¤ng

Dβ′

x′D
j
tu, j 6 k, (1.18)�èi vîi b§t k¼ �a ch¿ sè β ′. Tø (1.15) nhí ph²p l§y �¤o h m theo x′v  theo t ta �÷ñc:

Dβ′

x′D
k+1
t u(x′0, t

0) = (

n−1∑

i,j=1

Dβ′

x′D
k−1
t [bij(x)

∂2u

∂xi∂xj
])|x=x0+

+(

n−1∑

i=1

Dβ′

x′D
k−1
t [bin(x)

∂2u

∂xi∂t
])|x=x0 + (

n∑

i=1

Dβ′

x′D
k−1
t [bi(x)

∂u

∂t
])|x=x0

+(Dβ′

x′D
k−1
t [b(x)u])|x=x0 +Dβ′

x′D
k−1
t h(x0). (1.19)Tø (1.17), (1.19) v  gi£ thi¸t quy n¤p (1.18) rót ra c¡c h» sè

Cα′,k+1 =
∑

|β′|6|α′|+1

cβ′,kCβ′,k+

k−1∑

j=0

∑

|β′|6|α′|+2

cβ′,jCβ′,j+hα′,k+1 (1.20)
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0) v  u1(x

0), ð �¥y cβ′,j l  tê hñptuy¸n t½nh vîi c¡c h» sè khæng ¥m cõa c¡c �¤o h m c¡c h» sè cõaph÷ìng tr¼nh (1.15) t¤i �iºm x0. Nh÷ vªy, c¡c h» sè Cα vîi α b§tk¼ �÷ñc x¡c �ành duy nh§t. T½nh duy nh§t nghi»m cõa b i to¡n(1.15), (1.14) �÷ñc chùng minh.Chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa �ành l½ �÷ñc tr¼nh b y ð §4cõa ph¦n phö löc cuèi cuèn s¡ch.2. B i to¡n Cauchy têng qu¡t. Kh¡i ni»m v· �°c tr÷ngGi£ sû trong mi·n Ω cho mët m°t (n − 1) chi·u �õ trìn S v t¤i méi �iºm cõa m°t cho mët �÷íng cong ` n o �â khæng ti¸p xócvîi m°t S, bi¸n thi¶n �õ trìn tr¶n m°t S(1).B i to¡n t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.12) trong mët l¥n cªnn o �â cõa m°t S sao cho
u|S = u0(x), (1.21)

∂u

∂`
|S = u1(x), (1.22)ð �â u0, u1 l  c¡c h m �¢ �÷ñc cho tr¶n m°t S, �÷ñc gåi l  b i to¡nCauchy têng qu¡t �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12). C¡c h m u0, u1 �÷ñcgåi l  c¡c dú ki»n Cauchy, cán m°t S �÷ñc gåi l  m°t Cauchy.Ta t¼m c¡ch �÷a b i to¡n Cauchy têng qu¡t v· b i to¡n Cauchyð möc tr÷îc nhí vi»c l m chi ti¸t mët sè gi£ thi¸t cõa m°t S v c¡c �÷íng cong `. Gi£ sû tr¶n m°t S câ thº �÷a v o c¡c tham sè(1)Ch¯ng h¤n ` �÷ñc l§y l  ph¡p tuy¸n cõa m°t.
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ξ1, . . . , ξn−1 sao cho

xi = xi(ξ1, . . . , ξn−1), (i = 1, . . . , n), (1.23)ð �¥y h¤ng cõa ma trªn h m ‖∂xi/∂ξk‖, (i = 1, . . . , n; k =

1, . . . , n − 1) b¬ng (n − 1) t¤i méi �iºm cõa m°t S v  v¸ ph£icõa (1.23) l  c¡c h m �õ trìn. Ngo i ra, gi£ sû c¡c �÷íng cong `�÷ñc cho bði c¡c ph÷ìng tr¼nh tham sè:
xi = Xi(ξ1, . . . , ξn−1, ξn), (i = 1, . . . , n), (1.24)

ξn l  tham sè cõa �iºm ch¤y tr¶n �÷íng cong ` v  ξ1, . . . , ξn−1 l c¡c tham sè cõa giao �iºm �÷íng cong ` vîi m°t S, cán v¸ ph£i cõa(1.24) l  c¡c h m �õ trìn.Ta gi£ thi¸t câ ½t nh§t mët �¤o h m ∂Xi/∂ξn 6= 0 v  gi¡ trà
ξn = 0 t÷ìng ùng vîi giao �iºm cõa ` vîi S.X²t �ành thùc h m

D(ξ1, . . . , ξn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂X1

∂ξ1
. . .

∂Xn

∂ξ1... . . .
...

∂X1

∂ξn
. . .

∂Xn

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.25)

Tr¶n m°t S (ξn = 0) c¡c ph÷ìng tr¼nh (1.24) tròng vîi c¡c ph÷ìng
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D(ξ1, . . . , ξn−1, 0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1

∂ξ1
. . .

∂xn

∂ξ1
∂x1

∂ξ2
. . .

∂xn

∂ξ2... . . .
...

∂X1

∂ξn
. . .

∂Xn

∂ξn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (1.26)

Bði v¼ h¤ng cõa ‖∂xi/∂ξk‖(i = 1, . . . , n; k = 1, . . . , n − 1) b¬ng
(n − 1), n¶n (n − 1) dáng �¦u cõa �ành thùc (1.26) �ëc lªp tuy¸nt½nh. M°t kh¡c, c¡c �÷íng cong ` khæng ti¸p xóc vîi m°t S, tùcl  dáng cuèi còng cõa �ành thùc (1.26) khæng thº l  mët tê hñptuy¸n t½nh cõa c¡c dáng cán l¤i. Do �â, D(ξ1, . . . , ξn−1, 0) 6= 0. Dot½nh li¶n töc cõa �ành thùc (1.25), n¶n tçn t¤i mët sè d÷ìng ε �º
D(ξ1, . . . , ξn) 6= 0 vîi måi ξn, |ξn| < ε. Do vªy, tçn t¤i mët l¥n cªncõa m°t S sao cho trong l¥n cªn n y �ành thùc (1.25) kh¡c khæng.Tø c¡c l½ luªn tr¶n suy ra: Câ thº l§y ξ1, . . . , ξn l m to¤ �ë mîicõa �iºm (x1, . . . , xn) trong mët l¥n cªn n o �â cõa m°t S, tùc l 

ξi = ξi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n. (1.27)Khi �â m°t S câ ph÷ìng tr¼nh ξn = 0, cán c¡c �÷íng ` tròngvîi c¡c �÷íng to¤ �ë ξi = ci, i = 1, . . . , n− 1.B¥y gií ta �÷a bi¸n mîi ξ1, . . . , ξn v o ph÷ìng tr¼nh (1.12). K½hi»u v(ξ) = u(x(ξ)), ξ = (ξ1, . . . , ξn), x = (x1, . . . , xn), ta nhªn �÷ñc
∂u

∂xi
=
∑

p

∂v

∂ξp

∂ξp
∂xi

, i = 1, . . . , n,
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∂2u

∂xi∂xj
=

n∑

p,q=1

∂2v

∂ξp∂ξq

∂ξp
∂xi

∂ξq
∂xj

+

n∑

p=1

∂v

∂ξp

∂2ξp
∂xi∂xj

, i, j = 1, . . . , n.Do vªy, ph÷ìng tr¼nh (1.12) trong c¡c bi¸n mîi câ d¤ng
n∑

i,j=1

bij(ξ)
∂2v

∂ξi∂ξj
+

n∑

i=1

bi(ξ)
∂v

∂ξi
+ b(ξ)v = f1(ξ), (1.12′)ð �â

bij(ξ) =

n∑

p,q=1

apq(x(ξ))
∂ξi
∂xp

∂ξj
∂xq

, i, j = 1, . . . , n.�°c bi»t,
bnn(ξ(x)) =

n∑

i,j=1

aij(x)
∂ξn
∂xi

∂ξn
∂xj

.N¸u tr¶n m°t S h m
n∑

i,j=1

aij(x)
∂ξn
∂xi

∂ξn
∂xj

6= 0, (1.28)th¼ bnn(ξ(x)) kh¡c khæng trong mët lªn cªn n o �â cõa m°t S. Khi�â trong l¥n cªn n y ph÷ìng tr¼nh (1.12′) �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng:
∂2v

∂ξ2
n

=

n−1∑

i,j=1

cij(ξ)
∂2v

∂ξi∂ξj
+

n−1∑

i=1

cin(ξ)
∂2v

∂ξi∂ξn

+

n∑

i=1

ci(ξ)
∂v

∂ξi
+ c(ξ)v + h(ξ). (1.29)Ta câ

∂u

∂`
=

n∑

i=1

∂u

∂xi
cos(`, xi) =

n∑

i=1

n∑

j=1

∂v

∂ξj

∂ξj
∂xi

cos(`, xi)
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=

n∑

j=1

∂v

∂ξj

n∑

i=1

∂ξj
∂xi

cos(`, xi) =

n∑

j=1

∂v

∂ξj

∂ξj
∂`

.Bði vªy, (1.21) v  (1.22) trong h» tåa �ë mîi câ d¤ng
v|ξn=0 = v0(ξ

′), ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1), (1.21′)

n∑

j=1

∂v

∂ξj

∂ξj
∂`

|ξn=0 = v1(ξ
′), ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1). (1.22′)Bði v¼ �÷íng cong ` khæng ti¸p xóc vîi m°t S, n¶n

∂ξn
∂`

∣∣∣
S
6= 0. (1.30)Do �â, tø (1.21′) v  (1.22′) ta nhªn �÷ñc

∂v

∂ξn
|ξn=0 = v2(ξ

′), (1.31)ð �â
v2(ξ

′) =
1

∂ξn

∂`

(v1(ξ
′) −

n−1∑

j=1

∂v0

∂ξj

∂ξj
∂`

).Nh÷ vªy, b i to¡n Cauchy têng qu¡t �÷ñc �÷a v· b i to¡nCauchy (1.29), (1.21′), (1.31) n¸u �i·u ki»n (1.28) �÷ñc thüc hi»n.B¥y gií ta �÷a ra mët sè kh¡i ni»m câ li¶n quan �¸n �i·u ki»n(1.28). Vîi c¡c bi¸n thüc α = (α1, . . . , αn) ph÷ìng tr¼nh
n∑

i,j=1

aij(x)αiαj = 0�÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa ph÷ìng tr¼nh (1.12).



28 Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng�iºm x cõa m°t ω(x1, . . . , xn) = 0 (ω l  h m thüc) �÷ñc gåi l �iºm �°c tr÷ng �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12) n¸u t¤i �iºm n y x£y ra
n∑

i,j=1

aij(x)
∂ω

∂xi

∂ω

∂xj
= 0 (1.32)v  câ ½t nh§t mët trong c¡c �¤o h m ∂ω/∂xi, i = 1, .., n, kh¡ckhæng. M°t ω(x1, . . . , xn) = 0 �÷ñc gåi l  m°t �°c tr÷ng (�÷íng�°c tr÷ng n¸u n = 2) �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12) n¸u t§t c£ c¡c�iºm cõa nâ l  �iºm �°c tr÷ng.�i·u ki»n (1.28) câ ngh¾a l  m°t S khæng câ c¡c �iºm �°c tr÷ng.Nh÷ vªy n¸u m°t S khæng câ c¡c �iºm �°c tr÷ng th¼ b i to¡nCauchy têng qu¡t �÷a �÷ñc v· b i to¡n Cauchy �¢ x²t ð möc tr÷îc.�º b i to¡n Cauchy (1.29), (1.21′), (1.31) thäa m¢n c¡c �ái häicõa �ành l½ Kovalepskaia c¦n bê sung mët sè �i·u ki»n sau:a) C¡c h» sè v  v¸ ph£i cõa ph÷ìng tr¼nh (1.12) l  c¡c h m gi£it½ch cõa c¡c bi¸n x = (x1, . . . , xn).b) C¡c h m trong biºu di¹n (1.24) l  c¡c h m gi£i t½ch theo c¡c�èi sè cõa chóng.c) C¡c dú ki»n Cauchy l  c¡c h m gi£i t½ch cõa ξ = (ξ1, . . . , ξn).d) M°t S �÷ñc cho bði ph÷ìng tr¼nh ω(x1, . . . , xn) = 0 vîi ω l h m gi£i t½ch theo c¡c �èi sè cõa nâ v  m°t S khæng câ c¡c �iºmm  t¤i �â t§t c£ c¡c �¤o h m bªc nh§t cõa h m ω bà tri»t ti¶u.Theo �ành l½ Kovalepskaia b i to¡n Cauchy têng qu¡t câ nghi»mduy nh§t trong mët l¥n cªn n o �â cõa m°t S n¸u thüc hi»n �÷ñcc¡c �i·u ki»n a), b), c), d) v  m°t n y khæng câ c¡c �iºm �°c tr÷ng.



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 29N¸u m°t S câ �iºm �°c tr÷ng �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12), ch¯ngh¤n �iºm �â l  x0, th¼ bnn(ξ(x0)) = 0. Khi �â �¯ng thùc (1.12′) t¤i
ξ0 = ξ(x0) l  mët h» thùc li¶n h» c¡c �¤i l÷ñng v(ξ0) v  c¡c �¤oh m c§p hai cõa nâ. Do �â, t¤i x0 gi¡ trà cõa c¡c h m u0, u1 v  c¡c�¤o h m cõa chóng �÷ñc li¶n h» vîi nhau bði mët h» thùc n o �â.Tø nhúng l½ luªn tr¶n rót ra r¬ng, n¸u m°t S câ �iºm �°c tr÷ng�èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12), th¼ b i to¡n Cauchy têng qu¡t (1.12),(1.21), (1.22) câ thº khæng câ nghi»m (thªm ch½ c¡c dú ki»n �¢ chol  c¡c h m gi£i t½ch) ho°c nghi»m khæng duy nh§t n¸u c¡c h m u0v  u1 �÷ñc cho tòy þ.Tr÷îc khi k¸t thóc möc n y ta x²t mët sè v½ dö l m s¡ng täkh¡i ni»m m°t �°c tr÷ng �èi vîi ph÷ìng tr¼nh (1.12).V½ dö 1.�èi vîi ph÷ìng tr¼nh Laplace

∂2u

∂x2
1

+ . . .+
∂2u

∂x2
n

= 0,ph÷ìng tr¼nh (1.32) câ d¤ng
( ∂ω
∂x1

)2

+ . . .+
( ∂ω
∂xn

)2

= 0.Do vªy, ph÷ìng tr¼nh Laplace khæng câ m°t �°c tr÷ng thüc.V½ dö 2.X²t ph÷ìng tr¼nh truy·n nhi»t
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
1

+ . . .+
∂2u

∂x2
n−1

.
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( ∂ω
∂x1

)2

+ . . .+
( ∂ω

∂xn−1

)2

= 0.�÷ìng nhi¶n, mët nghi»m b§t k¼ cõa ph÷ìng tr¼nh n y câ d¤ng
ω = ϕ(t), ð �â ϕ(t) l  h m kh£ vi li¶n töc tòy þ (ϕ′ 6= 0). Bði vªy,c¡c m°t ph¯ng t = const l  c¡c m°t �°c tr÷ng �èi vîi ph÷ìng tr¼nhtruy·n nhi»t.V½ dö 3.Trong tr÷íng hñp ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
1

+ . . .+
∂2u

∂x2
n−1

,ph÷ìng tr¼nh (1.32) câ d¤ng
( ∂ω
∂x1

)2

+ . . .+
( ∂ω

∂xn−1

)2

−
(∂ω
∂t

)2

= 0.Do vªy, m°t ph¯ng
a1(x1 − x0

1) + . . .+ an−1(xn−1 − x0
n−1) + an(t− t0) = 0v  m°t nân (x1 − x0

1)
2 + . . .+ (xn−1 − x0

n−1)
2 = (t− t0)2 l  c¡c m°t�°c tr÷ng cõa ph÷ìng tr¼nh truy·n sâng, ð �¥y a2

1 + . . .+a2
n−1 = a2

n,cán x0 = (x0
1, . . . , x

0
n−1, t

0) l  mët �iºm tòy þ trong Rn.

§3. �÷a v· d¤ng ch½nh tc t¤i mët �iºmv  ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p haiX²t trong mi·n Ω ⊂ Rn ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh c§p hai
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

ai(x)
∂u

∂xi
+ a(x)u = f(x), (3.1)



Ch÷ìng I. Ph¥n lo¤i ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng 31c¡c h» sè aij , i, j = 1, . . . , n l  c¡c h m thüc. Ta câ thº coi aij =

aji, i, j = 1, . . . , n. Thªt vªy, n¸u u ∈ C2(Ω), th¼
∂2u

∂xi∂xj

=
∂2u

∂xj∂xi

.Do �â,
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
=

n∑

i,j=1

a′ij
∂2u

∂xi∂xj
, vîi a′ij =

1

2
(aij + aji),

i, j = 1, . . . , n.Gi£ sû x0 l  mët �iºm tòy þ thuëc Ω v  λ1(x
0), . . . , λn(x0) l c¡c nghi»m thüc cõa det ‖aij(x

0)−λ(x0)δij‖n
i,j=1 = 0. K½ hi»u n+ =

n+(x0), n− = n−(x0), n0 = n0(x
0) t÷ìng ùng l  sè c¡c gi¡ trà d÷ìng,¥m, b¬ng 0 cõa λi(x

0), i = 1, . . . , n. Khi �â n+ + n− + n0 = n.X²t ph²p bi¸n �êi �ìn trà
ξi = ξi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (3.2)bi¸n l¥n cªn U n o �â cõa �iºm x0 = (x0

1, . . . , x
0
n) th nh l¥n cªn Vcõa �iºm ξ0 = (ξ0

1 , . . . , ξ
0
n), ξ

0
i = ξi(x

0
1, . . . , x

0
n), i = 1, . . . , n. K½ hi»u

xi = xi(ξ1, . . . , ξn), i = 1, . . . , n, l  ph²p bi¸n �êi ng÷ñc cõa ph²pbi¸n �êi (3.2). Gi£ sû ξi(x) ∈ C2(U), i = 1, . . . , n, v  ph²p bi¸n �êi(3.2) l  khæng suy bi¸n, tùc l 
det‖ ∂ξi

∂xj
‖n

i,j=1 6= 0. (3.3)Bði v¼
∂u

∂xi
=

n∑

p=1

∂v

∂ξp

∂ξp
∂xi

,


