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LOI NOI DAU

Gido trinh 1i thuyét va bai tap Phuong trinh vi phan dao ham
rieng duge viét dya trén cdc bai gidng vé phuong trinh dao ham
rieng cua tac gia trong mudi nim tré lai day tai khoa Toan -Tin,
truong Dai hoc Su pham Ha Noi. Dé phu hgp v6i chuong trinh
giang day mon Phuong trinh dao ham riéng cho nam thit ba khoa
Toan-Tin ctia Truong, ching toi chia gido trinh lam bén chuong,
c6 phan phu luc va huéng dan giai bai tap.

Chuong I trinh bay mot s6 bai toan vat 1i va cac khai niem
cd ban cta phuong trinh dao ham riéng. Phuong trinh Laplace dai
dién cho phuong trinh loai elliptic dugc dua vao chuong II, trong d6
tac gid trinh bay cac tinh chat co ban clia ham diéu hoa va nghién
citu bai toan Dirichlet trong mién bi chan. Chuong III va IV trinh
bay cic van dé co ban lién quan dén phuong trinh truyén song va
phuong trinh truyén nhiét, d6 1a cadc phuong trinh don gidn dai dién
cho hai 16p phuong trinh dao ham riéng: phuong trinh hyperbolic
va phuong trinh parabolic. Cudi mdi chuong déu ¢6 phan bai tap
nham khic sau li thuyét. Phan phu luc phuc vu cho sinh vién 16p
chat luong cao khoa Toan-Tin ctia Trusng. Do vay, ching toi bo
sung phan loai phuong trinh dao ham riéng trong li thuyét phuong
trinh dao ham riéng hién dai. Tiép theo bai todn Cauchy db6i véi he
hyperbolic déi xitng cap mot duge dua vao va cudi cing 1a ching
minh sy ton tai nghiém giai tich ctia dinh 1i Kovalepskaia ma tinh

duy nhat ctia nghiem da dugc ching minh trong chuong 1. Cubi



sach 13 phan huéng dan gidi bai tap ctia bon chuong dau nham
gitp sinh vién tu kiém tra ki ning giai bai tap cia minh.

Gi4o trinh nham phuc vu chi yéu cho sinh vién khoa Toan-Tin,
truong Dai hoc Su pham Ha Noi. Tuy nhién, gido trinh nay ciing c6
thé lam tai lieu tham khao cho sinh vién céc nganh Toan, Toan-Tin
ing dung, Cong nghé Thong tin, Ki thuat Dién ti, Ki thuat Dién
va cac nganh ki thuat khac trong cac truong dai hoc. Ngoai ra, gido
trinh con c6 thé giap ich cho cac doc gid mudn tim hiéu vé mon
hoc Phuong trinh dao ham riéng.

Cubi cung, tac gia xin chan thanh cdm on cac ¥ kién dong gop
cua cac nha toan hoc, dic biét 1a cac thanh vién cia bo mon Giai
tich, khoa Toan-Tin, trudng Dai hoc Su pham Ha Noi dé cudn sach
duge hoan thién hon. Tac gid cling mong tiép tuc nhan dudc cac ¥

kién déng gop cho cudn sich.

TAC GIA
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CAC KI HIEU VA DINH NGHIA CHUNG

Ta dua vao cac ki hieu va dinh nghia dugc dung trong cudn
sach. R™ dugc ki hieu 1a khong gian Euclide n - chiéu véi cac diém

x = (21,...,2,),7; € R (R 1a tap cac s6 thuc); |z = /D77 27
D6i v6i hai diéem z = (zy,...,2,) VA y = (y1,...,¥ys) clia khong

gian nay, ta xét tich vo hudng
n
(z,y) = Z LjYj
j=1

va khoang cach gitta ching

lz —y| =

Mot tap hgp md lién thong trong khong gian R™ dude goi la
mién va ki hieu 1 Q. Mién Q dugce goi 1a mién bi chdn néu moi
diém x € Q déu théa man diéu kien |z| < M, § d6 M 1a mot hing
s6 nao do. Bien clia mién Q dugc ki hieu 14 99, con bao déng cua
Q 1a Q. Nhu vay 992 = Q\Q. Ki hieu B,(y) la hinh cdu md trong
R™ v6i tam g, ban kinh r; w,, 14 thé tich hinh cau don vi trong R".

N N olaly "
_D UZD$UZW’QZ(0517“"Oén)7|o[‘: E aj?
1 LIRS n J:1
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a; la cac s6 nguyen khong am.

Gia st A la mot tap hop thude R". Mot ham f(z) duge xac dinh
tai moi diém 2 € A dugc goi Ia thuoc 16p C*¥(A) néu f(x) c6 cac dao
ham riéng lien tuc dén cip k tai tat cd cac diém trong ctia A va céc
dao ham nay théc trién lien tuc duge ra toan bo A, k > 1. Néu f(x)
lien tuc tai tat cd cdc diém cta tap hop A, thi viét f(x) € C°(A).
Ki higu C*°(A) Ia 16p cac ham f(x) € C™(A),¥m > 0. Dé phan
biet cac bién, ta ki hieu R}T" 1a khong gian Euclide n + 1 chiéu,
mot diém thudc né duge ki hieu 1a (z,t) = (21, ..., 2,,t). Gid st
AC RZ}LI. Ta n6i ham f(z,t) € C*™(A), k > 1,m > 1, néu f(z,t)
c6 cac dao ham lién tuc theo x dén cap k, theo t dén cap m tai
moi diém trong clia tap A v cac dao ham nay cé thé thac trién
dugce lien tuc ra toan bo tap A. Mién Q C R™ dugc goi 1a thuoc
16p A% k > 1, néu déi véi mot diém bat ki 2° € 9 ton tai mot s6
nguyén /,1 < ¢ < n, va mot lan can U(2° p), p = const > 0 sao
cho QN U (2", p) ndm trén siéu mit

xp= fo(x1,. .., To 1, Tes1, - Tn),
them vao do f, € C*(Gy), 6 d6 Gy 1a mién bién thién cac dbi s6 cia
ham f,. Khi d6 Q dudc goi chung 1a mién vé6i bién tron.

Mién Q dugce goi la tron ting khic néu né co thé xap xi bdi cac
mién tron. Ta dua vao dinh nghia chinh x4c khai niém nay. Ta néi
rang, mién ) thuoc l6p B*. &k > 1, néu ton tai mot diy cidc mién

Q,, sao cho Q,, € A*¥, Q,, € Q,Q,, C Vi1, VA

/ dr — 0, / ds — 0
A\, 02\ 00
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khi m — oo, § d6 ds la phan t1t dién tich mat 9,,. D6i v6i cac mién
ctia 16p A* k > 1, ciing nhu dbi véi cac mién cta 16p BF k> 1, ta

c6 cong thic Gauss-Ostrogradsky

/QZngda:—/ Zuju]ds

6 dé u; € C1(Q),Q € AF hodac Q € B¥ v = (v1,...,v,) 1a phap
vecto don vi ngoai td6i 0, ds 1a phan tit dieén tich 0Q. T cong thic
nay ta nhan duge cong thiic tich phan titg phan: Néu u(z) € C1(Q)
va v(z) € C1(Q),Q € B*, thi

u@dx— v%dx—i-/ uvv;ds.
o Oz; Ox; o0

Cong thitc nay nhan dugce tir cong thitc Gauss-Ostrogradsky khi
dat u; =0 v6i i # j va uj; = uv.
Ki higu A 1a todn ti Laplace , tic la
n
0%u
Au = —.
— Jx?
=1
Trong gido trinh nay ta nghién citu cac bai toan bién va bai toan
Cauchy dbi v6i cac phuong trinh dao ham riéng tuyén tinh cap hai

vl mot ham an sau:

Au = 0 — Phuong trinh Laplace;

o
ot?

0 \
8_? = Au — Phuong trinh truyen nhiét.

= Au — Phuong trinh truyén song;
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Mot cach tong quat, phuong trinh lien hé cac ham an uq, ..., uy,
cac bién va cac dao ham riéng cta ching duge goi 1a phuong trinh
dao ham riéng.

Mot phuong trinh dao ham riéng chita it nhat mot dao ham cap
m va khong chita cac dao ham cap cao hon m dugce goi 1a phuong
trinh cap m. Cap clia hé cac phuong trinh dao ham riéng 13 cip l6n
nhat trong cac cap ctia cac phuong trinh trong he.

Phuong trinh dao ham riéng duge goi 1a tuyén tinh, néu no tuyén
tinh ddi véi tat cd cac ham an va cdc dao ham cilia chiing. Phuong
trinh dao ham rieng duge goi 1 twa tuyén tinh, néu né tuyén tinh
d6i v6i tit ca cac dao ham bac cao nhét clia cdc ham an.

Nghiém cta phuong trinh dao ham riéng 14 mdt ham sao cho
khi thay vio ham an, phuong trinh nay bién thanh dong nhét thitc

theo cic bién s6 doc lap. Nghiém ctia hé duge dinh nghia tuong tu.
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CHUONG I

PHAN LOAI PHUONG TRINH
DAO HAM RIENG

§1. Mot sb bai toan vat li dan dén

phuong trinh dao ham riéng

Li thuyét phuong trinh dao ham riéng mang hai nét dic thu co
ban. Thit nhat 1& mdi lien hé truc tiép véi cac bai toan vat 1i. Qua
trinh nghién ctu cac phuong trinh dao ham riéng thuong gap trong
vat 1 dan t6i hinh thanh mot nganh méi clia giai tich vho giita thé
ky XVIII: Phuong trinh vat li todn. Dt nén mong cho nganh khoa
hoc nay phai ké dén cac nha toan hoc J. D’ Alembert (1717-1783),
L. Euler (1707-1783), D. Bernoulli (1700-1782), J. Lagrange (1736-
1813), P. Laplace (1749-1827), S. Poisson (1781-1840), J. Fourier
(1768-1830). Cac § tudng va phuong phap nghién citu ctia ho khi
xem x6t cac bai toan cu thé ctia vat li toan c6 anh hudng rat 16n
dén sy phat trién Ii thuyét tong quat phuong trinh dao ham riéng
vao cudi thé ky XIX.

Nét dic thu thi hai cia li thuyét phuong trinh dao ham riéng
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12 mo6i quan hé mat thiét clia né véi cac nganh toan hoc khac nhu
giai tich ham va If thuyét ham, t6 po, dai s, giai tich phitc. Mot
miit, 1f thuyét phuong trinh dao ham riéng sit dung céc khéi niem
cd ban, cac tu tuéng va phuong phap cia cac linh vyc toan hoc
nay; mat khiac n6 anh hudng lai dén cic van dé va huéng nghién
cttu ctua ching. Vao nam 1747, J. D’ Alembert dua ra phuong trinh
dao dong ctia day va nhan duge cong thic biéu dién nghiém tong
quéat cta n6. Sau d6 L. Euler cho mot cong thitc nghiém ctia bai
todn Cauchy (1789-1857) ddi v6i phuong trinh dao dong ciia day
(cong thitc D’Alembert), con D. Bernoulli chiing minh ring mot
nghiém bét ki ctia phuong trinh dao dong ctia day biéu dién duge
bang chudi luong gidc. Cudc tranh luan vé ban chat nghiém cua
phuong trinh dao dong cua day gita ba nha toan hoc c¢6 ¥ nghia
quan trong trong viéc phat trién nganh vat 1f toan, giai tich va dic
biéet 13 1 thuyét cac chudi luong gidc. Tiép theo vao nam 1822 khi
xét bai toan truyén nhiet J. Fourier da nghién ctiu cac van dé vé
khai trién mot ham thanh chudi luong gidc va sau d6 L. Dirichlet
(1805-1859) 1an dau tien chi ra diéu kien di dé mot ham c6 thé
khai trién duge thanh chudi lugng giac. Didu dé tao diéu kien hinh
thanh 1f thuyét tap hop va Ii thuyét ham hién dai.

Viéc nghién ctu cac phuong trinh vat li toan lam nay sinh ra
nhiéu phuong phap, chang han phuong phap Fourier, phuong phap
Riesz, phuong phap Galerkin. Tinh hitu hiéu cta viéc ap dung cac
phuong phép nay vao cac van dé vat i doi héi lap luan toan hoc

chat ché. T d6 hinh thanh cac li thuyét toan hoc méi, cac hudng
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nghién cttu méi: If thuyét tich phan Fourier, li thuyét khai trién
thanh cac ham riéng.

Dé nhan dudce cac phuong trinh tit cac hién tugng vat i can phai
bd qua cac yéu t6 thit yéu cta hién tugng, tic 13 phuong trinh chi
mod ta cac quy luat vat 1i co ban (dinh luat bdo toan ning lugng,
dong lugng, khoi lugng, v.v...). Bing cich d6 ¢6 thé nhan duge cac
phuong trinh mo ta cac hién tugng vat i trong dién dong luc hoc,
thily dong hoc, 1i thuyét dan hoéi va cac linh vyce khac. Viec nghién
ctitu cac hién tugng vat 1i nho cdc mo hinh toan hoc cho phép nhan
biét khong chi mat dinh luong ma cd ban chat cac hién tugng vat
li. Dé lam vi du, ta xét mot s6 bai toan cu thé sau.

1. Phuong trinh truyéen nhiét. Gia si nhiet do ctia vat thé Q
tai diém o = (z1, 22, 73) VA tai thoi diém ¢ duge xac dinh bdi ham
u(z,t) € C*1(Q x [0,T]). Ta coi Q 1a vat thé dang hudng, tic 1a
nhiét truyén theo phuong nao ciing nhu nhau.

Gia stt ; 12 mién con tuy ¥ clia  v6i bien 0 tron. Ta xét sy
thay doi nhiét trong €y sau mot khoang thoi gian tir ¢, dén ¢,.

Theo dinh luat Newton, sau khodng thoi gian tit ¢, dén ¢, luong

nhiét truyén qua mit 9€; bang:

t2 ou
dt/ k(z)—ds, 1.1
/tl [ kg (L1)

trong d6 Ou/Ov 1a dao ham theo hudng phdp tuyén ngoai ddi voi
mat 9, k(x) 1a ham duong va duge goi 1a he sd truyén nhiet ben
trong vat thé tai diém .

Trong vat thé c6 thé tu sinh ra nhiét (chang han do téc dong
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ciua dong dién hay phan tng hod hoc). Khi d6 lugng nhiét sinh ra
trong vat thé Oy sau khoang thoi gian tir ¢; dén t, la:

/ “at [ fe (1.2)
t1 (91

G d6 f(z,t) 1a mat do ngudn nhigt tai diém z va thoi diém ¢.
Miit khac sy thay ddi luong nhiét ben trong Q; sau khoang thai
gian tit ¢, dén t, c6 thé dudce xac dinh qua su thay doi nhiet do. Su

thay doi lugng nhiét nay bing:
/ c(x)p(x)u(x, ty) — u(x, ty)]|dz, (1.3)
Q

4 day p(x) 1a mat do khdi lugng va c(x) 1a nhiet dung cia vat
thé tai diem x. Ta gid thiét rang k(z) € CH(Q), f(x,t) € CO(Q x
0,T]), p(x) € C%Q) va c(x) € C°Q). T (1.1), (1.2) va (1.3), theo

dinh luat bao toan ning lugng ta nhan duge ding thic:

/91 c(x)p(x)u(x, ta) — u(x, ty) da:—/ dt/aszl ayds—l—

+/tlt2 dt o f(z,t)da. (1.4)

Theo cong thitc Gauss - Ostrogradsky ta c6:

/dt/m ds—Z/ dt/ aa:zmaxz)d

Bdi vay dang thitc (1.4) c6 thé viét dudi dang:

/dt/ —dx—Z/ dt/ 8xlkxaxl)dx
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to
—i—/tl dt o f(z,t)da. (1.5)

B6i vi ) 1a mién con tuy ¥ ctia Q va khodng thoi gian (¢, 1) tuy

¥, ¢dc ham duéi dau tich phan l1a lién tuc, nén tir (1.5) suy ra

e)pla) 5 = = (k(a) L)+ S () (1.6)

v6i moi t € [0,7] va moi z € Q.

Phuong trinh (1.6) dugc goi 1a phuong trinh truyén nhiét Lan
dau tién phuong trinh nay duge Fourier thiét lap vao nam 1822 véi
f(x,t) =0 va c(x), p(z), k() 1a cdc hang s6. Sau d6 n6 trd thanh
d6i tuong nghién citu ciia nhiéu nha toan hoc trong thé ky XIX.

Trong thyc tién, ché do nhiét & trén bién ctia vat thé anh hudng
dén sy phan b6 nhiét ben trong clia n6. Ngoai ra, nhiét do bén
trong vat thé tai thoi diém ban dau ¢ = 0 va nhiét do trén bién vat
thé tai thoi diém bat ki ¢ > 0 xac dinh mot cach don tri nhigt do
vat thé khi ¢ > 0.

Bai toan tim nghiém ctia phuong trinh (1.6) thoa méan diéu kien
ban dau

Ul4=o = up(x) (1.7)
va diéu kién bién dang
uloaxp,m = ¥, (1.8)

goi 1a bai todn bién ban dau thii nhat ddi véi phuong trinh (1.6).
Néu biét dugc lugng nhiét truyén qua mot phan bat ki ctia bién
vat thé sau mot khodng thoi gian tir ¢; dén ¢, thi theo dinh luat
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Newton dao ham theo huéng phap tuyén déi véi bien duge xac dinh
don tri tai méi diém cta bién va tai mot thoi diém bat ki. Tu d6
ndy sinh ra bai todn bién ban dau thi hai d6i v6i phuong trinh (1.6),
titc 1a bai toan tim nghiém u(x,t) ciia phuong trinh (1.6) thda méan
diéu kien ban dau (1.7) va diéu kien bién dang

ou

A laax(o.1)

— . (1.8)

2. Phuong trinh Laplace. Trong vi du trén, néu nhiet do ctia vat
thé on dinh, tic 14 khong phu thuoc vao thoi gian, thi ham u(z)

cho phan bd dimg ciia nhiét do va théa man phuong trinh:

3
9%u

2

P Or;

= f(z). (1.9)

Phuong trinh (1.9) lan dau tien duge S. Poisson dua ra vao
nam 1813 va dudc goi la phuong trinh Poisson. Trong trudng hop
f(z) = 0 phuong trinh (1.9) dugc goi la phuong trinh Laplace.
Phuong trinh nay dudc thay trong cc cong trinh ctia L. Euler va
J. Lagrange, nhung lan dau tién n6 duge nghién ctu mot cach he
thong trong cac cong trinh ctia P. Laplace vao nam 1782 va 1787.

Bai toan tim phan bd ding ctia nhigét do bén trong vat thé theo
nhiét do da cho trén bién dugc goi la bai todn Dirichlet theo tén
nha toan hoc L. Dirichlet, ong 14 ngusi dau tién ching minh duge
sit duy nhat nghiém ctia bai toan nay.

3. Phuong trinh truyén séng. C6 nhiéu qua trinh dao dong dugc
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mo ta béi phuong trinh
yom OPu O%u

o2 = w,a:const > 0. (1-10)
x.
i=1 1

Phuong trinh nay dudce goi la phuong trinh truyén séng. Truong
hop n = 1 phuong trinh (1.10) mo ta dao dong ctia day.

Gia thiét vi trf ban dau clia sgi day triing véi truc Oz va no
dao dong trong mat thing ding nhd mot tac dong nao dé. Dé don
gian ta coi mdi diém ctia day dich chuyén thang géc véi truc Ox
va trong ciing mot mit phang (z,u). Tung do u cho do léch cua
day khoi vi trf can bang. Nhu vay « 1a ham clia hai bién x va t.
Gia thiét them rang day thuan nhat vd ¢6 do day nhu nhau, hon
nita day khong gian nhung khong cudng lai su udn va sau thoi diém
ban dau khong c6 ngoai lyc nao tac dong vao day nita. Khi d6 ham
u(z,t) théa man phuong trinh

2 2
% - %%, (1.11)
§ day a 1a hang s6 phu thudc vao cac tinh chat vat Ii ctia day.

Néu tai vi tri can bang day trung véi doan [0, /] clia truc Oz va
duge ¢6 dinh ¢ hai dau mat thi viéc x4dc dinh hinh dang ctia day
tai mot thoi diém bat ki dAn dén bai toan tim nghiém clia phuong

trinh (1.11) théa mén cac diéu kién bien
u(0,t) = 0,u(l,t) =0,

va cac dieu kién ban dau

ou
u‘tzo = uo(a:), —|t:0 = ul(x)

ot
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Phuong trinh (1.11) 1a mot trong cac phuong trinh dao ham
rieng dau tién duge nghieén ciu chi tiét vao thé kj XVIII. Nhiéu
quy luat vat 1i va co hoc khac cling dua dén cdc phuong trinh tuong
tu véi (1.11). Chang han quy luat dao dong ctia mang duge biéu
dién bdi phuong trinh (1.10) v6i n = 2, hodc quy luat dao dong nho

ctia chat khi 1i tuéng duge mo ta nha (1.10) véi n = 3.

§2. Bai toan Cauchy. Khai niém vé dic trung.
Dinh 1li Kovalepskaia

1. Bai toan Cauchy. Dinh li Kovalepskaia
Gia stt © 14 mién nao d6 trong khong gian R™ (c6 thé tring vdéi

R™). Xét trong Q phuong trinh dao ham riéng tuyén tinh cap hai

Z aij(x)azng + Zai(x) g;i +a(x)u = f(x), (1.12)

i,j=1

¢ d6 a;j, a;, a, f 1a cdc ham nhan gid tri phic va du tron.

Néu n =1 va aj; # 0 thi (1.12) viét lai duge dudi dang
u" + bt + e(t)u = f(t), t=mx. (1.13)

Bai todn tim nghiém cia phuong trinh (1.13) thdéa mén céc
diéu kién ban dau u(t®) = ug, ' (t") = uy, la bai toan Cauchy trong
phuong trinh vi phan thuong.

Trong li thuyét phuong trinh vi phan thuong, dinh 1i Cauchy
khang dinh ring phuong trinh (1.13) ¢6 nghiém gii tich duy nhat
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trong mot 1an can nao dé cia diém t°, théa man cac diéu kien ban
dau néu céc heé s6 va s6 hang tiu do clia phuong trinh nay 1a cac ham
giai tich trong khoang (a,b),t° € (a,b). Mot cach ty nhien, viec md
rong bai toan Cauchy tit phuong trinh vi phan thuong sang phuong
trinh dao ham riéng duge tién hanh nhu sau.

Ta tach mot bién trong cac bién (x,...,1,), ching han =,
va dit ¢ = x,. Trong vat li, ¢ gitt vai tro thoi gian, con 2/ =
(21,...,7,_1) 1 cdc toa do khong gian. Gia sit trén mat phang
t = t° va trong mot 1an can cla diém 2) = (29,...,2% ) cho cac

diéu kien ban dau

/ a /
U g0 :uo(x),a—qz - = uy(x'). (1.14)

Bai toan tim nghiém ctia phuong trinh (1.12) trong mot lan can
nao d6 cha 2% = (29, ... 29 | %) véi cac diéu kien ban dau (1.14)
dugce goi la bai toan Cauchy.

Nhu vay bai todn Cauchy (1.12), (1.14) la su suy rong tu nhién
clia bai toan Cauchy trong phuong trinh vi phan thuong. Van dé dat
ra 14 v6i gia thiét nao thi bai toan Cauchy (1.12), (1.14) ¢6 nghiem.
Vao nam 1874, S. V. Kovalepskaia (1850-1891) chitng minh dugc
dinh If ton tai duy nhat nghiém ctia bai todn Cauchy trong lop
cac ham giai tich va n6é dugc mang tén la dinh 1i Kovalepskaia. Nhu
vay, dinh 1i Cauchy da dugce S. V. Kovalepskaia mé rong cho phuong

trinh dao ham riéng.
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Gia stt phuong trinh (1.12) viét duge dusi dang

Pu 0u — 0u

L,j= =

+ Z bz(x)aa;i + b(x)u + h(x) (1.15)

Dinh 1i Kovalepskaia. Gia st b;j, b, b;, b, h la cic ham gias

tich trong mot lan can cia diem x°, con u;,j = 0,1 la cdc ham gidi

tich trong mot lan can cia diém x. Khi dé bai todn Cauchy (1.15),
(1.14) c6 nghiém gidi tich trong mot lan can nao dé cia diém 2°
va la nghiém duy nhat trong ldp cac ham gidi tich.

Chitng minh. Trudc tién ta ching minh tinh duy nhat. Ta sé
chitng minh réng néu nghiém giai tich u(x) ctia bai toan Cauchy
(1.15),(1.14) tdn tai, thi cdc he s trong khai trién thanh chudi lu§
thita clia n6 duge xdc dinh duy nhat. Gia st u(z) duge khai trién

thanh chudi lu§ thira hoi tu tuyét doi:

u(x) - u(a:', t) - Z Oo/,an (ZE, - $6)a/ (t — to)a",

o \an
4 do
o =(ag,...,q, 1), (2 — a:f))a/ = (v — 2™ .. (2 — a:?l_l)a"*l,
1
N & Dy (g, ).

Nho 1ay dao ham dang thic (1.14) theo 2’ ta nhan dugc

Dy Dfu(xg, t°) = Dyyuy(ap), j = 0,1, (1.16)

fL'/
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voi bat ki of. Tt (1.15) ta ¢6 véi bat ki 3/ = (B, ..., Bn_1) :

ﬁ’2/0_ﬁ’82u/0
Dx,Dtu(a:O,t ) = D:B’W(x(]’t )

+(DZ [b(x)u])|s—z0 + D2 h(20). (1.17)

Vé phai ctia dang thite (1.17) hoan toan dugce xac dinh nho (1.16).
Do d6 tai diém (2, t°) cac dao ham dang D” D?u duge xac dinh.
Gia st v6i mot s6 k nao do, k > 2, tai diém 2° x4c dinh dugc tat

ca cac dao ham dang
DYDlu, j<k, (1.18)

d6i v6i bat ki da chi s6 @. Tt (1.15) nho phép 1ay dao ham theo 2’
va theo ¢ ta dugc:

n—1
DI DFufah, ) = (3 DY DE by (o)

,j=1

n—1
7 _ a u / au

0%u

W])\x:xOJF

+<D£,’Df*1[b<x>u1>\x:$o + Df,folhu ) (L19)

T (1.17), (1.19) va gia thiét quy nap (1.18) rat ra cac he s6

k—1
Ca/7k+1 = Z Cﬁ/,kcﬁ’,k+z Z Cﬁ/7jcﬁ/7j+ha/7k+1 (1.20)

|6'1<|e/[+1 J=018"|<]e’|+2
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duge xéc dinh duy nhat qua ug(z°) v uy(2°), & day cs; 1a t6 hop
tuyén tinh véi cdc hé s6 khong am cia cac dao ham cac hé sb clia
phuong trinh (1.15) tai diém 2°. Nhu vay, cic he s6 C, véi a bat
ki dugc xac dinh duy nhat. Tinh duy nhit nghiém ctia bai toin
(1.15), (1.14) dugc ching minh.

Chting minh sy ton tai nghiém cta dinh 1i duge trinh bay & §4
ctia phan phu luc cudi cudn sach.

2. Bai todin Cauchy tong qudt. Khdi niem vé ddc trung

Gia st trong mién Q cho mot mit (n — 1) chiéu da tron S va
tai mdi diém ctia mat cho mot duong cong ¢ nao d6 khong tiép xic
v6i mat S, bién thien dd tron trén mit SM.

Bai todn tim nghiém cta phuong trinh (1.12) trong mot lan can

nao doé cua mat S sao cho

uls = up(x), (1.21)
s = () (1.22)

G do ug, up 1a cac ham da dugce cho trén mat S, dugce goi la bai todn
Cauchy tong qudt d6i véi phuong trinh (1.12). Cac ham ug, u; dugce
goi la cac da kien Cauchy, con mat S dugce goi la mat Cauchy.

Ta tim cach dwa bai toan Cauchy tong quat vé bai toan Cauchy
d muc truéc nho viéc 1am chi tiét mot sd gid thiét cia mat S va

cac duong cong (. Gia sit trén mat S c6 thé dua vao cac tham sb

(1)Ching han ¢ duge lay 1a phap tuyén ciia mit.
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&1, ...,&,-1 sao cho

ZT; :xi(fl,...,fn,l), (Z: 1,...,’)7,), (123)

¢ day hang cta ma tran ham |0z;/0&l|, (i = 1,...,n; k =
1,...,n — 1) bing (n — 1) tai mdi diém ctia mat S vh vé phai
ciua (1.23) la cdc ham da tron. Ngoai ra, giad sit cdc duong cong ¢

dugc cho béi cadc phuong trinh tham so:

ZT; :Xi(gb-'-afnflafn); (Z: 1,...,”), (124)

&, 1a tham s6 ctia diém chay trén duong cong ¢ va &, ...,&,_1 1A
cac tham sb clia giao diém duong cong ¢ v6i mit S, con vé phai clia
(1.24) 1a cac ham du tron.

Ta gia thiét c6 it nhat mot dao ham 0X;/9¢, # 0 va gia tri
&, = 0 tuong tng véi giao diém ctia £ véi S.

Xét dinh thac ham

X, X,
o6 T 0G
D&, &) =] 1 . (1.25)
X, X,
&, T 06,

Trén mat S (€, = 0) cac phuong trinh (1.24) trung véi cdc phuong
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trinh (1.23). Do vay, tit (1.25) ta nhan dugc

(91'1 c%cn
% 3
o ol
D(&, .. &0 1,0) = 8§2 8§2 . (1.26)
X, X,
o, 05

B6i vi hang clia ||0x; /0&||(i = 1,...,n;k =1,...,n — 1) bing
(n — 1), nén (n — 1) dong dau cta dinh thitc (1.26) doc lap tuyén
tinh. Mat khac, cac duong cong ¢ khong tiép xtc véi mat S, tic
la dong cubi ciing clia dinh thitc (1.26) khong thé 1a mot t6 hop
tuyén tinh ctia cac dong con lai. Do d6, D(&y, ..., &,-1,0) # 0. Do
tinh lien tuc ctia dinh thic (1.25), nén ton tai mot s6 duong e dé
D(&,...,&,) # 0 v6i moi &,, [€,] < €. Do vay, ton tai mot lan can

cia mat S sao cho trong lan can nay dinh thic (1.25) khac khong.

Tit cac 1i luan trén suy ra: Co thé lay &, ..., &, lam toa do méi
clia diém (1, ...,,) trong mot lan can ndo d6 ctia mat S, tic 1a
=& (xy, ..., xn),i=1,... n. (1.27)

Khi d6 mat S ¢6 phuong trinh &, = 0, con cac duong ¢ trung
véi cac duong toa do & =c¢,i=1,...,n— 1.

Bay gio ta dua bién méi &y, . .., &, vao phuong trinh (1.12). Ki
higu v(§) = u(x(f)), E=(&,...,&),x = (x1,...,1,), tanhan duge

Ov 0§, ;i
8:)&1 Zagpaxl Loom,
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va

0*u ~ v ¢, 08, Z@v %€,

Qw0; £ 98,06, Ow; Oy 4= 0G, Owidx;’ B

j=1,...,n.

Do vay, phuong trinh (1.12) trong céc bién mdéi ¢6 dang

> te afasﬁizb 85 b=,  (112)

2,7=1

¢ do

- 0 085 .
bi; (&) = Z apq(a:(ﬁ))aipa—i,z,j =1,...,n.

p,q=1

Dac biét,

Néu tréen mat S ham

- 0 On
Z al]( )axl axj 0 (128)

ij=1
thi b,,,(£(x)) khéc khong trong mot 1an can nao d6 ctia mat S. Khi
d6 trong lan can nay phuong trinh (1.12) duge viét dudi dang:

n—1

0% —
oz 223 a&a@ +; " aszafn

+ Z (€ a@ &)v + h(€). (1.29)

Ta ¢b

i . cos(¥, ;) ii gg gij cos(¥, ;)

=1 j5=1
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3] dv 9¢;
Z X3 Z 7, 5 Z < 9g, ot
Bdi vay, (1.21) va (1.22) trong hé toa do mdi c6 dang
U‘Enzo - UO(gl)a 5, - (517 cee 7571—1)7 (12]—/)
ov 0
e a0 =@ €= (G (2)
Bdi vi duong cong ¢ khong tiép xtic v6i mat S, nén
9n
— . 1.
3 s # 0 (1.30)
Do d6, tit (1.21) va (1.22') ta nhan duge
v
8671 ‘fnfo - UQ(fl) (13]‘)
g do
n—1
A i / aUO af]
U?(f)_ 66%(/01(6) af] ag)

Nhu vay, bai toian Cauchy téng quat duge dua vé bai toan
Cauchy (1.29), (1.21’), (1.31) néu diéu kien (1.28) dugc thuye hien.

Bay gio ta dua ra mot s6 khai niém c6 lién quan dén diéu kién

(1.28). Véi cac bién thuc o = (v, ..., a,) phuong trinh

Z aij(x)oziozj =0

ij=1

duge goi la phuong trinh dac trung cia phuong trinh (1.12).
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Diém z ctia mat w(zy,...,7,) = 0 (w I3 ham thyc) duge goi la

diém ddc trung d6i véi phuong trinh (1.12) néu tai diém nay xay ra

- Ow Ow
> a(z)5—7— =0 (1.32)
i1 3xz 8xj
va ¢6 it nhat mot trong cac dao ham Ow/0x;, i = 1,..,n, khac

khong. Mat w(zy,...,x,) = 0 duge goi 1a mat dac trung (duong
diic trung néu n = 2) ddi v6i phuong trinh (1.12) néu tat ca cac
diém ctia n6 1 diém dic trung.

Diéu kien (1.28) ¢6 nghia 1a mit S khong c6 cac diém dic trung.
Nhu vay néu mit S khong c6 cac diém dic trung thi bai toan
Cauchy tong quat duwa dugce vé bai toan Cauchy da xét & muc trude.

Dé bai toan Cauchy (1.29),(1.21"),(1.31) théa man céc doi hoi
ctia dinh 1f Kovalepskaia can bo sung mot sé diéu kién sau:

a) Cac he sd va vé phéi cia phuong trinh (1.12) 1a cadc ham gii
tich clia cic bién & = (z1,...,2,).

b) Cac ham trong biéu dién (1.24) 1 cac ham giai tich theo cac
d6i s6 clia chiing.

c¢) Céc dit kien Cauchy la cac ham giai tich ctia &€ = (&1,...,&,).

d) Mit S duge cho bdi phuong trinh w(zy,...,x,) =0 véi w la
ham giai tich theo cic ddi s6 clia n6 va mit S khong c6 cac diém
ma tai do tat cd cac dao ham bac nhéat ctia ham w bi triet tieu.

Theo dinh 1i Kovalepskaia bai toan Cauchy tong quat c6 nghiém
duy nhat trong mot 1an can ndo d6 ciia mat S néu thyc hien duoc

cac diéu kién a), b), ¢), d) vd mat nay khong c6 cac diém dic trung.
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Néu mit S 6 diem dic trung d6i véi phuong trinh (1.12), chang
han diém d6 1a 2°, thi b, (£(2°)) = 0. Khi d6 déng thic (1.12') tai
€% = £(2%) 1a mot he thic lien he cdc dai lugng v(£°) va cac dao
ham cap hai ctia n6. Do d6, tai 2° gia tri clia cac ham wug, u; va cac
dao ham cua ching duge lién hé v6i nhau béi mot hé thic nao do.

Tit nhitng 1f luan trén rat ra ring, néu miat S c¢6 diém dic trung
dbi voi phuong trinh (1.12), thi bai toan Cauchy tong quat (1.12),
(1.21), (1.22) c6 thé khong c6 nghiem (tham chi cac dit kién da cho
la cdc ham giai tich) ho#c nghiém khong duy nhat néu cac ham wug
va uy, duge cho tuy ¥.

Trude khi két thic muc nay ta xét mot s6 vi du lam sang to
khai niem mt dic trung ddi v6i phuong trinh (1.12).

Vi du 1.

D61 v6i phuong trinh Laplace

0u 0%u
5 Tt o

phuong trinh (1.32) ¢6 dang
Ow \ 2 Ow 2
— e = 0.

Do vay, phuong trinh Laplace khong c¢6 mat dac trung thuec.
Vi du 2.

Xét phuong trinh truyén nhiét

w_u o
ot ox3 T 0x2
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D6i v6i phuong trinh nay (1.32) ¢6 dang

(g—;)Q+...+ <af:1)2:0'

Duong nhién, mot nghiem bat ki cia phuong trinh nay c6 dang

w = p(t), 6 d6 p(t) la ham kha vi lien tuc tuy y (¢’ # 0). Boi vay,
cac mat phang ¢t = const 1a cac mit dic trung déi voi phuong trinh

truyen nhiét.

Vi du 3.

Trong truong hop phuong trinh truyén séng
Pu  Pu R 0u
o2 o0z T o2 )

phuong trinh (1.32) ¢6 dang

(7)ot o) - (F) =0

Do vay, mit phang

ay(ry — a2+ .ot an (a1 — 22 ) Fan(t—1Y) =0

va mit nén (xq — 292+ ...+ (2,1 —22_1)* = (t —t°)? la cac mit

2
n’

dac trung clia phuong trinh truyén song, 6 day a?+...+da> |, =a

con 2° = (29, ..., 2% | t°) 1a mot diém tuy ¥ trong R™.

§3. Dua vé dang chinh tic tai mot diém

va phan loai phuong trinh tuyén tinh cap hai

Xét trong mién 0 C R™ phuong trinh tuyén tinh cip hai

- 82u n ou
ZJZI aij(ﬁ)m + - a;() oz +a(x)u = f(x), (3.1)

1=
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cic he s6 a;j,i,5 = 1,...,n 1a cdc ham thuc. Ta c¢6 thé coi a;; =
ajiyi,j =1,...,n. That vay, néu v € C*(Q), thi
0?u 0u

8$ia$j B &EJ@:JCZ
Do do,

n n
92u / 92w o, 1
E ai-izg a;.; ,VOL a;; = —(ai; + aj;),
Jaxﬁxj et ]8x-8xj J 2( J J)

ig=1
ii=1,....n
Gia st 2° 1a mot diém tiy ¥ thuoe Q va Ay (20),..., A, (2°) 13
cac nghiem thuc cia det [Ja;;(2°) — A(2°)d5]7;-; = 0. Ki hieu ny =
ny(zY),n_ =n_(z"),ng = ne(2°) tuong ting la s cac gid tri duong,
am, bang 0 ctia \;(z°),i=1,...,n. Khi d6 n, +n_ +ng =n.

Xét phép bién ddi don tri

gizfi(xla"'>xn)7i:1)"')”7 (32)

bién lan can U nao d6 cha diém 2° = (29,...,2%) thanh lan can V
clia diem €0 = (€9,...,€9), &V = &(29,...,20),i =1,...,n. Ki hieu
v, = x(&,...,&,), i = 1,...,n, 1a phép bién ddi nguge clia phép
bién doi (3.2). Gia st &(x) € C*(U),i = 1,...,n, va phép bién doi
(3.2) 1a khong suy bién, tic 1a

9
81']'

det]| 55 2,2, # 0. (33)
Béi vi .
du O~ v 0,
a.flfi N afp 83:2 '

p=1



