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7
lêi nãi ®ÇuCuèn gi¸o tr×nh "Ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh" ®îcviÕt dùa trªn c¸c bµi gi¶ng cña t¸c gi¶ cho hÖ ®µo t¹o Sau ®¹i häctrong mét sè n¨m t¹i khoa To¸n - Tin, Trêng §¹i häc S ph¹mHµ Néi. Môc ®Ých cña cuèn s¸ch lµ trang bÞ cho ngêi häc nh÷ngkiÕn thøc c¬ b¶n cña Ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng hiÖn ®¹i. DovËy, cuèn s¸ch ®îc viÕt thµnh bèn ch¬ng vµ mét phÇn phô lôc.Cuèi mçi ch¬ng ®Òu cã mét hÖ thèng bµi tËp nh»m gióp ngêihäc cñng cè vµ kh¾c s©u phÇn lý thuyÕt cña ch¬ng.Ch¬ng I gióp ngêi häc n¾m ®îc c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n nhÊt®Ó cã thÓ tiÕp cËn víi ph¬ng ph¸p nghiªn cøu ba lo¹i ph¬ngtr×nh "Elliptic, Parabolic vµ Hyperbolic" theo quan ®iÓm hiÖn ®¹i[1, 2, 5, 7-9, 18, 19, 29, 43, 61, 76-78, 80, 95]. Mét trong nh÷ngkh¸i niÖm c¬ b¶n cña ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng hiÖn ®¹i lµnghiÖm suy réng, tøc lµ nghiÖm "th«" lóc ®Çu vµ lµ nghiÖm "kh¸gÇn" víi nghiÖm hÇu kh¾p hoÆc nghiÖm cæ ®iÓn. Sau ®ã, nhê c¸cc«ng cô cña gi¶i tÝch hµm, ta lµm cho nghiÖm suy réng dÇn ®Õn®îc nghiÖm th«ng thêng. Víi môc ®Ých ®ã, c¸c ch¬ng II, IIIvµ IV ®îc tr×nh bµy tríc hÕt lµ sù tån t¹i vµ duy nhÊt nghiÖmsuy réng cña c¸c bµi to¸n biªn vµ bµi to¸n Cauchy. TiÕp theo lµxÐt xem khi nµo nghiÖm suy réng trë thµnh nghiÖm th«ng thêng,tøc ®i nghiªn cøu tÝnh tr¬n cña nghiÖm suy réng [10, 21, 29-33,46-49, 59, 60, 63, 93, 94]. Tuy nhiªn, vÊn ®Ò nµy ®Õn nay vÉncha ®îc gi¶i quyÕt trän vÑn. VÊn ®Ò vÒ tÝnh tr¬n cña nghiÖmsuy réng míi chØ ®îc gi¶i quyÕt c¬ b¶n cho c¸c bµi to¸n cñaph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng trong miÒn víi biªn tr¬n vµ bµi to¸nElliptic trong miÒn víi biªn tïy ý [44, 48, 50-59], cßn c¸c bµito¸n biªn ®èi víi ph¬ng tr×nh Parabolic hay Hyperbolic trongc¸c miÒn trô mµ ®¸y lµ miÒn víi biªn kh«ng tr¬n vÉn cßn lµ vÊn



8®Ò th¸ch thøc c¸c nhµ to¸n häc hiÖn nay. PhÇn phô lôc nh»m giópngêi häc nh×n kh¸i qu¸t vÒ ba lo¹i ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng,ë ®ã chóng t«i tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ næi tiÕng vÒ bµi to¸n Ellipticvíi tham biÕn trong miÒn víi biªn tr¬n [45] vµ bµi to¸n Elliptictrong miÒn víi ®iÓm gãc [11-17, 34, 35, 37, 38, 64-74, 81, 84, 91,92]. Ngoµi ra, chóng t«i còng giíi thiÖu ph¬ng tr×nh Parabolictheo Petrovsky vµ tr×nh bµy mét sè kÕt qu¶, còng nh c¸c híngnghiªn cøu c¸c bµi to¸n biªn ®èi víi hÖ kh«ng dõng trong miÒntrô víi ®¸y lµ miÒn kh«ng tr¬n [3, 4, 6, 22-28, 36, 39-42, 62, 75,79, 82, 83, 85-90].Cuèn s¸ch nµy ®îc viÕt nh»m phôc vô chñ yÕu cho hÖ ®µot¹o Th¹c sÜ cña khoa To¸n-Tin, Trêng §¹i häc S ph¹m Hµ Néi.Tuy nhiªn, nã cã thÓ dïng lµm gi¸o tr×nh chuyªn ®Ò cho sinh viªnn¨m cuèi thuéc chuyªn ngµnh To¸n cña c¸c trêng ®¹i häc hoÆcc¸c ®éc gi¶ muèn t×m hiÓu vÒ ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng hiÖn®¹i. §Æc biÖt, cuèn s¸ch cã thÓ ®îc xem nh mét tµi liÖu chuyªnkh¶o vÒ c¸c bµi to¸n dõng vµ kh«ng dõng trong c¸c miÒn víi biªnkh«ng tr¬n.Cuèn s¸ch ®îc viÕt kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt. T¸cgi¶ mong nhËn ®îc c¸c ý kiÕn ®ãng gãp cña c¸c nhµ To¸n häc,c¸c b¹n ®ång nghiÖp vµ c¸c ®éc gi¶ gÇn xa. Mäi ý kiÕn ®ãng gãpxin göi vÒ ®Þa chØ: "Seminar ph¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng, bé m«nGi¶i tÝch, khoa To¸n-Tin, Trêng §¹i häc S ph¹m Hµ Néi". T¸cgi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n. T¸c gi¶NguyÔn M¹nh Hïng



Danh môc kÝ hiÖu 9
danh môc kÝ hiÖuTrong toµn bé cuèn s¸ch, trõ c¸c trêng hîp ®Æc biÖt ®îcnãi râ ë mçi môc, cßn l¹i sö dông c¸c kÝ hiÖu sau:

• Rn lµ kh«ng gian Euclide n−chiÒu, x = (x1, ..., xn) ∈ Rn.Cho hai ®iÓm x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn), tÝchv« híng ®îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc
xy =

n∑

i=1

xiyivµ kho¶ng c¸ch gi÷a chóng ®îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc
|x− y| =

( n∑

i=1

(xi − yi)
2

)1/2

.

• Ω lµ mét miÒn trong Rn, tøc lµ mét tËp më liªn th«ng, víibiªn ∂Ω. Ω = Ω ∪ ∂Ω. NÕu Ω′ ⊂ Ω sao cho Ω′ ⊂ Ω, th× ta viÕt
Ω′ ⊂⊂ Ω.Gi¶ sö 0 < T < ∞. KÝ hiÖu QT = Ω × (0, T ) = {(x, t) :
x ∈ Ω, t ∈ (0, T )} lµ trô trong Rn+1. MÆt xung quanh cña nã lµ
ST = ∂Ω × (0, T ) = {(x, t) : x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T )}.

• α = (α1, ..., αn) lµ kÝ hiÖu ®a chØ sè víi αi lµ c¸c sè nguyªnkh«ng ©m, |α| = α1 + ...+αn. Gi¶ sö ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn. Khi®ã ξα = ξα1
1 ...ξαn

n . §¹o hµm (suy réng) cÊp α ®îc kÝ hiÖu lµ
Dα = Dα

x =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

≡ ∂|α|/∂xα1
1 ...∂x

αn
n .
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∇ =

( ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)
.Trêng hîp (x, t) ∈ QT , ®Ó chØ ®¹o hµm (suy réng) cÊp k theobiÕn t ta viÕt

∂k

∂tk
≡ ∂k/∂tk ≡ utk .

• Gi¸ cña mét hµm lµ bao ®ãng cña tËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓmmµ hµm ®ã kh¸c kh«ng vµ kÝ hiÖu lµ supp . KÝ hiÖu Ck(Ω) lµ tËphîp tÊt c¶ c¸c hµm cã c¸c ®¹o hµm liªn tôc ®Õn cÊp k trong miÒn
Ω, 0 6 k 6 ∞, C0(Ω) = C(Ω), vµ ◦

Ck(Ω) =
◦

C(Ω) ∩ Ck(Ω),ë ®ã ◦

C(Ω) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc trong Ω vµ cã gi¸compact thuéc Ω.
• Lp(Ω), 1 6 p < ∞, lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸chµm u(x) kh¶ tæng cÊp p theo Lebesgue trong Ω víi chuÈn

‖u‖Lp(Ω) =

( ∫

Ω

|u|pdx
)1/p

.

• L∞(Ω) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x) ®o®îc theo Lebesgue vµ bÞ chÆn hÇu kh¾p trªn Ω víi chuÈn
‖u‖L∞(Ω) = ess sup

x∈Ω
|u(x)|.

• L2,1(QT ) lµ kh«ng gian víi chuÈn
‖u‖L2,1(QT ) =

( T∫

0

‖u‖L2(Ω)dt

)1/2

.

• Wm
2 (Ω) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x) ∈

L2(Ω), sao cho Dαu(x) ∈ L2(Ω) víi mäi |α| 6 m vµ cã chuÈn



Danh môc kÝ hiÖu 11®îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc
‖u‖W m

2 (Ω) =

( m∑

|α|=0

∫

Ω

|Dαu|2dx
)1/2

.

•
◦

Wm
2 (Ω) lµ bao ®ãng cña ◦

C∞(Ω) trong chuÈn cñaWm
2 (Ω).

• Wm,l
2 (QT ) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) ∈

L2(QT ), sao cho tån t¹i c¸c ®¹o hµm suy réng theo x ®Õn cÊp mthuéc L2(QT ) vµ theo t ®Õn cÊp l thuéc L2(QT ) víi chuÈn sau:
‖u‖W m,l

2 (QT ) =

( m∑

|α|=0

∫

QT

|Dαu|2dxdt+

l∑

k=1

∫

QT

∣∣∣∂
ku

∂tk

∣∣∣
2

dxdt

)1/2

.

•
◦

Wm,l
2 (QT ) lµ bao ®ãng trong kh«ng gian Wm,l

2 (QT ) cñatËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) thuéc C∞(QT ) sao cho u(x, t) = 0khi (x, t) ∈ Qδ
T = {(x, t) ∈ QT : dist{(x, t), ST} < δ}, δ lµ sèd¬ng ®ñ bÐ.KÝ hiÖu r = |x| lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm x ®Õn gèc täa ®é. Tacã c¸c kh«ng gian hµm sau:

• Wm,l
2,β (QT ) lµ kh«ng gian víi chuÈn ®îc x¸c ®Þnh bëi

‖u‖2
W m,l

2,β (QT )
=

m∑

|α|=0

∫

QT

r2(β+|α|−m)|Dαu|2dxdt

+

l∑

k=0

∫

QT

∣∣∣∂
ku

∂tk

∣∣∣
2

dxdt.

• Wm
2,β(QT ) lµ kh«ng gian víi chuÈn

‖u‖W m
2,β(QT ) =

( m∑

|α|+k=0

∫

QT

r2(β+|α|+k−m)
∣∣∣Dα∂

ku

∂tk

∣∣∣
2

dxdt

)1/2

.
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• V2(QT ) lµ kh«ng gian bao gåm c¸c hµm u ∈ W 1,0

2 (QT )víi chuÈn
|u|QT

= ess sup
0<t<T

‖u(x, t)‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(QT ).

• V 1,0
2 (QT ) lµ kh«ng gian bao gåm c¸c hµm u(x, t) ∈ V2(QT ),sao cho
‖u(x, t+ ∆t) − u(x, t)‖L2(Ω) −→ 0, ∆t→ 0,vµ ®Òu víi t ∈ (0, T ).

•
◦

V 1,0
2 (QT ) = V 1,0

2 (QT ) ∩
◦

W 1,0
2 (QT ).

• Hs
2(R

n) lµ kh«ng gian lµm ®Çy cña ◦

C∞(Rn) trong chuÈn
‖u‖Hs

2(Rn) =

( ∫

Rn

(1 + |ξ|2)s|ũ(ξ)|2dξ
)1/2

, s ∈ R1,ë ®ã ũ(ξ) lµ phÐp biÕn ®æi Fourier cña hµm u(x), x ∈ Rn.

• W
s−1/2
2 (Rn−1) ≡ H

s−1/2
2 (Rn) lµ kh«ng gian vÕt cña c¸chµm thuéc W s

2 (Rn) trªn mét mÆt ph¼ng xn = t nµo ®ã.KÝ hiÖu I lµ mét kho¶ng bÊt k× trªn R1, cã thÓ h÷u h¹n hoÆcv« h¹n. Gi¶ sö α lµ ph©n sè d¬ng, [α] lµ kÝ hiÖu phÇn nguyªncña α. Ta cã c¸c kh«ng gian hµm sau:
• Hα

2 (I) lµ kh«ng gian lµm ®Çy cña tËp tÊt c¶ c¸c hµm kh¶vi v« h¹n trªn R1 ®îc thu hÑp trªn I theo chuÈn
‖u‖Hα

2 (I) =
( [α]∑

k=0

∫

I

∣∣∣∂
ku

∂tk

∣∣∣
2

dt

+

∫

I

∫

I

|∂[α]u(t)/∂t[α] − ∂[α]u(θ)/∂t[α]|2
|t− θ|2α−2[α]+1

dθdt
)1/2

.
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• H l,α

2 (QI), l lµ sè nguyªn kh«ng ©m, QI = Ω× I lµ kh«nggian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) ∈ Hα
2 (I) víi hÇu kh¾p x ∈ Ωvµ u(x, t) ∈W l

2(Ω) víi hÇu kh¾p t ∈ I. ChuÈn trong kh«ng giannµy ®îc cho bëi c«ng thøc
‖u‖Hl,α

2 (QI ) =
(∫

I

‖u‖2
W l

2(Ω)dt+

∫

Ω

‖u‖2
Hα

2 (I)dx
)1/2

.

• H l,α
2 (SI), l lµ sè nguyªn kh«ng ©m, SI = ∂Ω×I, lµ kh«nggian vÕt cña c¸c hµm u(x, t) ∈ H l,α

2 (QI) víi chuÈn
‖u‖Hl,α

2 (SI ) =
(∫

I

‖u‖2
W l

2(∂Ω)dt+

∫

∂Ω

N∑

j=1

‖ϕju‖2
Hα

2 (I)ds
)1/2

,ë ®©y 1 =
N∑

j=1

ϕj lµ ph©n ho¹ch ®¬n vÞ.



14 Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev
Ch¬ng IKh«ng gian Sobolev

§1. Kh«ng gian Sobolev1.1. Trung b×nh hãaGi¶ sö θ(x) lµ mét hµm kh«ng ©m thuéc ◦

C∞(Rn) sao cho
θ(x) = θ(−x), θ(x) = 0 nÕu |x| > 1 vµ ∫

Rn

θ(x) = 1. Hµm
θ(x) ®îc gäi lµ nh©n trung b×nh hãa. §Ó chØ ra vÝ dô, ta cã thÓlÊy hµm sau:

θ(x) =

{
C exp

(
− 1

1−|x|2

)
, |x| < 1,

θ(x) = 0, |x| > 1,víi h»ng sè C ®îc chän thÝch hîp.NÕu hµm u ∈ Lp(Ω), p > 1, th× hµm
uh(x) = h−n

∫

Ω

θ
(x− y

h

)
u(y)dy®îc x¸c ®Þnh trong Rn vµ tr¬n v« h¹n. Nã ®îc gäi lµ trung b×nhhãa hay hµm trung b×nh cña hµm u.§Þnh lÝ 1.1. Gi¶ sö hµm u ∈ Lp(Ω) víi p > 1. Khi ®ã

lim
h→0

‖uh − u‖Lp(Ω) = 0.



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 15Chøng minh. §Æt u(x) = 0 ®èi víi x ∈ Rn\Ω. Khi ®ã,
uh(x) = h−n

∫

Ω

θ(
x− y

h
)u(y)dy =

∫

Rn

θ(z)u(x+ hz)dz.Bëi vËy,
uh(x) − u(x) =

∫

Rn

θ(z)[u(x+ hz) − u(x)]dz,

|uh(x) − u(x)|p 6 C

∫

|z|<1

|u(x+ hz) − u(x)|pdz.Sau khi lÊy tÝch ph©n bÊt ®¼ng thøc nµy theo x vµ ®æi thø tù lÊytÝch ph©n nhê §Þnh lÝ Fubini ta nhËn ®îc∫

Ω

|uh(x) − u(x)|pdx 6 C

∫

|z|<1

dz

∫

Ω

|u(x+ hz) − u(x)|pdx.Do tÝnh liªn tôc toµn côc (x. [19]) cña hµm thuéc kh«ng gian
Lp(Ω), p > 1, tÝch ph©n sau cïng dÇn ®Õn kh«ng khi h → 0.§Þnh lÝ ®îc chøng minh.§Þnh lÝ 1.2. NÕu f, g ∈ L1(Ω), th×

∫

Ω

fh(x)g(x)dx =

∫

Ω

f(x)gh(x)dx.Chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa trung b×nh hãa, ta cã
∫

Ω

fh(x)g(x)dx = h−n

∫

Ω

(∫

Ω

θ
(x− y

h

)
f(y)dy

)
g(x)dx

= h−n

∫

Ω

f(y)dy

∫

Ω

θ
(y − x

h

)
g(x)dx =

∫

Ω

f(x)gh(x)dx.§Þnh lÝ ®îc chøng minh.



16 Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev1.2. §¹o hµm suy réngGi¶ sö Ω lµ mét miÒn trong kh«ng gian Rn. Mét hµm v(x) ∈
L1(Ω) ®îc gäi lµ ®¹o hµm suy réng cÊp α cña hµm u(x) ∈
L1(Ω) nÕu

∫

Ω

u(x)Dαψ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

v(x)ψ(x)dxvíi mäi ψ ∈
◦

C∞(Ω), ë ®ã α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+αn.Tõ c«ng thøc Green cæ ®iÓn suy ra mét hµm v(x) cã ®¹o hµmth«ng thêng liªn tôc cÊp α th× nã cã ®¹o hµm suy réng cÊp α.Tõ ®Þnh nghÜa ®¹o hµm suy réng rót ra hµm v(x) cã kh«ng qu¸mét ®¹o hµm suy réng.Mét hµm cã ®¹o hµm suy réng cã thÓ kh«ng cã ®¹o hµm theonghÜa th«ng thêng. §Ó lµm vÝ dô ta lÊy v(x) = |x|, x ∈ (−1, 1).RÔ kiÓm tra ®îc hµm v(x) cã ®¹o hµm suy réng trong kho¶ng
(−1, 1). Tuy nhiªn, hµm nµy kh«ng cã ®¹o hµm th«ng thêng t¹i®iÓm x = 0.Mét hµm cã ®¹o hµm suy réng cÊp α trong miÒn Ω th× nãcòng cã ®¹o hµm suy réng cÊp α trong miÒn Ω′ ⊂ Ω. ThËt vËy,Gi¶ sö u(x) cã ®¹o hµm suy réng trong miÒn Ω lµ hµm v(x) vµ
ψ(x) lµ mét hµm bÊt k× thuéc ◦

C∞(Ω′), Ω′ lµ miÒn con cña Ω. Khicoi ψ(x) = 0 víi x ∈ Ω�Ω′ ta nhËn ®îc ψ(x) ∈
◦

C∞(Ω). Ta cãhÖ thøc:
∫

Ω′

u(x)Dαψ(x)dx =

∫

Ω

u(x)Dαψ(x)dx

= (−1)|α|
∫

Ω

v(x)ψ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω′

v(x)ψ(x)dx.



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 17Tõ ®ã ta nhËn ®îc u(x) cã ®¹o hµm suy réng trong miÒn Ω′ còngchÝnh lµ hµm v(x). §¹o hµm suy réng trong miÒn Ω′ ®îc gäi lµthu hÑp cña ®¹o hµm suy réng trong Ω vµo Ω′.Cã thÓ kiÓm tra ®îc r»ng: Dα+βv = Dα(Dβv), aDαv1 +
bDαv2 = Dα(av1 + bv2), ë ®ã a vµ b lµ c¸c h»ng sè tïy ý.Tõ ®Þnh nghÜa cña ®¹o hµm suy réng thÊy ngay ®îc ®¹o hµmsuy réng kh«ng phô thuéc vµo thø tù lÊy ®¹o hµm. Nãi chung,®¹o hµm suy réng b¶o toµn ®îc nhiÒu tÝnh chÊt cña ®¹o hµmtheo nghÜa th«ng thêng. Tuy nhiªn kh«ng ph¶i tÊt c¶, ch¼ng h¹ntõ sù tån t¹i ®¹o hµm suy réng cÊp α kh«ng suy ra ®îc sù tånt¹i ®¹o hµm suy réng cÊp nhá h¬n α.Ta ®i xÐt mét ®Þnh lÝ vÒ sù liªn hÖ gi÷a ®¹o hµm suy réng vµtrung b×nh hãa.§Þnh lÝ 1.3. Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn trong kh«ng gian Rn,Ω′ lµmiÒn con cña Ω, sao cho kho¶ng c¸ch gi÷a Ω′ vµ ∂Ω b»ng d > 0.Khi ®ã, ®èi víi 0 < h < d vµ x ∈ Ω′, ta cã

(Dαu)h(x) = Dαuh(x).Chøng minh. Do 0 < h < d vµ x ∈ Ω′, cßn hµm θ((x− y)/h) ∈
◦

C∞(Ω) ®èi víi x ∈ Ω′, nªn khi sö dông ®Þnh nghÜa ®¹o hµm suyréng, ta nhËn ®îc
Dαuh(x) =Dα

xh
−n

∫

Rn

θ
(x− y

h

)
u(y)dy

=h−n

∫

Ω

(−1)|α|Dα
y θ

(x− y

h

)
u(y)dy

=h−n

∫

Ω

θ
(x− y

h

)
Dα

y u(y)dy = (Dαu)h(x).



18 Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev§Þnh lÝ ®îc chøng minh.B©y giê ta ®i xÐt trêng hîp n = 1 vµ c¸c mèi liªn hÖ gi÷a®¹o hµm suy réng, ®¹o hµm th«ng thêng vµ tÝnh liªn tôc tuyÖt®èi cña mét hµm trªn mét kho¶ng h÷u h¹n (a, b). Ta nhí l¹i r»ng,mét hµm f(x) liªn tôc tuyÖt ®èi trªn kho¶ng (a, b) nÕu tån t¹i méthµm kh¶ tæng g(x) trªn ®o¹n nµy, sao cho
f(x) =

x∫

a

g(t)dt+ const, x ∈ (a, b).

§Þnh lÝ sau ®©y nãi lªn mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh liªn tôc tuyÖt ®èivµ ®¹o hµm theo nghÜa th«ng thêng cña mét hµm. Chøng minh§Þnh lÝ nµy cã thÓ xem nh bµi tËp.§Þnh lÝ 1.4. Gi¶ sö f(x) liªn tôc tuyÖt ®èi trªn kho¶ng h÷uh¹n (a, b). Khi ®ã tån t¹i ®¹o hµm th«ng thêng f ′(x) hÇu kh¾ptrong (a, b). H¬n n÷a, f ′(x) lµ hµm kh¶ tæng trªn (a, b) vµ
f(x) = f(a) +

x∫

a

f ′(t)dt.§Þnh lÝ 1.5. NÕu hµm f(x) liªn tôc tuyÖt ®èi trªn mét kho¶ngh÷u h¹n (a, b), th× nã cã ®¹o hµm suy réng trªn kho¶ng nµy.Chøng minh. Gi¶ sö ψ ∈
◦

C∞
(a, b). Khi ®ã fψ còng lµ hµmliªn tôc tuyÖt ®èi trªn kho¶ng (a, b). Theo §Þnh lÝ 1.4 c¸c hµm f



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 19vµ (fψ) cã ®¹o hµm th«ng thêng hÇu kh¾p trong (a, b) vµ
b∫

a

f ′(t)ψ(t)dt =

b∫

a

(f(t)ψ(t))′dt−
b∫

a

f(t)ψ′(t)dt

= −
b∫

a

f(t)ψ′(t)dt.Do ®ã, f ′(x) lµ ®¹o hµm suy réng cña f(x) trong (a, b). §Þnh lÝ®îc chøng minh.C¸c ®iÒu kh¼ng ®Þnh ngîc l¹i ®îc xÐt trong ®Þnh lÝ sau.§Þnh lÝ 1.6. Gi¶ sö f(x) cã ®¹o hµm suy réng trªn kho¶ngh÷u h¹n (a, b). Khi ®ã f(x) lµ hµm liªn tôc tuyÖt ®èi trªn kho¶ng
(a, b) vµ hÇu kh¾p trong kho¶ng (a, b) nã cã ®¹o hµm theo nghÜath«ng thêng f ′(x).Chøng minh. Gi¶ sö f cã ®¹o hµm suy réng lµ f1 trongkho¶ng (a, b). Khi ®ã f1 ∈ L1(a, b). Gi¶ sö g ∈

◦

C∞(a, b) vµ
b∫

a

g(t)dt = 1. §Æt
ϕ(x) = f(x) −

x∫

a

f1(t)dt+ C,ë ®ã C lµ h»ng sè ®îc chän sao cho:
b∫

a

ϕ(t)g(t)dt = 0.



20 Ch¬ng I. Kh«ng gian SobolevKhi ®ã víi mçi ψ(x) ∈
◦

C∞(a, b) ta cã
b∫

a

ϕ(t)ψ′(t)dt =

b∫

a

f(t)ψ′(t)dt−
b∫

a

x∫

a

f1(t)dtψ
′(x)dx

=

b∫

a

f(t)ψ′(t)dt+

b∫

a

f1(t)ψ(t)dt = 0.§Æt θ(x) = ψ(x) − g(x)
b∫

a

ψ(t)dt. Ta cã θ(x) ∈
◦

C∞(a, b) vµ
b∫

a

θ(t)dt = 0. Ta nhËn ®îc
θ1(x) =

x∫

a

θ(t)dt ∈
◦

C∞(a, b),

b∫

a

ϕ(x)ψ(x)dx =

b∫

a

ϕ(x)θ(x)dx =

b∫

a

ϕ(x)θ′1(x)dx = 0víi mäi, ψ(x) ∈
◦

C∞(a, b).Do ®ãϕ(x) ≡ 0 vµ f(x) =
x∫
a

f1(t)dt−
C, ë ®©y C = const, tøc lµ f lµ hµm liªn tôc tuyÖt ®èi vµ
f ′(x) = f1(x) hÇu kh¾p trong (a, b). §Þnh lÝ ®îc chøng minh.1.3. Kh«ng gianWm

p (Ω), 1 6 p <∞Kh«ng gian Wm
p (Ω) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm

u(x) ∈ Lp(Ω), sao cho tån t¹i c¸c ®¹o hµm suy réng mäi cÊp
α, |α| 6 m, thuéc Lp(Ω) vµ ®îc trang bÞ chuÈn

‖u‖W m
p (Ω) =

( ∑

|α|6m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

. (1.1)



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 21§Þnh lÝ 1.7. Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn trong Rn vµ m > 0,
1 6 p <∞. Khi ®ã Wm

p (Ω) lµ mét kh«ng gian Banach.Chøng minh. DÔ kiÓm tra ®îc Wm
p (Ω) lµ mét kh«ng giantuyÕn tÝnh ®Þnh chuÈn víi chuÈn (1.1). B©y giê ta chøng minh nãlµ kh«ng gian ®Çy. Gi¶ sö {uj}∞j=1 lµ d·y Cauchy trong Wm

p (Ω),tøc lµ víi mçi sè tù nhiªn k:
∑

|α|6m

∫

Ω

|Dα(uj − uj+k)|pdx→ 0, j → ∞.§èi víi mçi α d·y {Dαuj}∞j=1 lµ d·y Cauchy trong Lp(Ω).Bëi v× Lp(Ω) lµ kh«ng gian ®Çy, nªn tån t¹i mét hµm uα ∈ Lp(Ω)sao cho ∫

Ω

|Dαuj − uα|pdx→ 0, j → ∞. (1.2)§Æc biÖt u0 ∈ Lp(Ω), tøc lµ
∫

Ω

|uj − u0|pdx→ 0, j → ∞. (1.3)Theo ®Þnh nghÜa ®¹o hµm suy réng cÊp α, ta cã hÖ thøc
∫

Ω

ujD
αψdx = (−1)|α|

∫

Ω

Dαujψdx, ∀ψ ∈
◦

C∞(Ω). (1.4)Tõ (1.2) vµ (1.3) suy ra cã thÓ chuyÓn qua giíi h¹n ®¼ng thøc
(1.4) khi j → ∞. KÕt qu¶ ta nhËn ®îc

∫

Ω

u0D
αψdx = (−1)|α|

∫

Ω

uαψdx, ∀ψ ∈
◦

C∞(Ω).



22 Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev§iÒu ®ã chøng tá r»ng, uα lµ ®¹o hµm suy réng cÊp α cña hµm
u0 trong miÒn Ω vµ

‖uj − u0‖W m
p (Ω) → 0, j → ∞.§Þnh lÝ ®îc chøng minh.Ta xÐt vÊn ®Ò xÊp xØ mét hµm thuéc kh«ng gianWm

p (Ω) b»ngc¸c hµm thuéc C∞(Ω).§Þnh lÝ 1.8. Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn thuéc Rn vµ Ω′ lµ miÒncon cña Ω sao cho Ω′ ⊂⊂ Ω. NÕu u ∈Wm
p (Ω), th×

lim
h→0

‖uh − u‖W m
p (Ω′) = 0.Chøng minh. Do §Þnh lÝ 1.3, ta cã

‖uh − u‖W m
p (Ω′) =

( ∑

|α|6m

∫

Ω′

|Dα(uh − u)|pdx
)1/p

=
( ∑

|α|6m

∫

Ω′

|(Dαu)h −Dαu|pdx
)1/p

.

(1.5)§Æt vα = Dαu. Tõ §Þnh lÝ 1.1 ta nhËn ®îc
∫

Ω′

|(vα)h − vα|pdx→ 0, h→ 0. (1.6)Tõ ®©y vµ (1.5) nhËn ®îc
‖uh − u‖W m

p (Ω′) → 0, h→ 0.§Þnh lÝ ®îc chøng minh.Mét miÒn Ω thuéc Rn ®îc gäi lµ miÒn sao ®èi víi ®iÓm x0,nÕu víi mçi ®iÓm x ∈ Ω, ®o¹n th¼ng nèi x0 víi x còng thuéc



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 23miÒn Ω. Trêng hîp ®Æc biÖt, miÒn låi lµ miÒn sao ®èi víi mäi®iÓm thuéc miÒn ®ã.§Þnh lÝ 1.9. NÕu Ω lµ miÒn sao trong Rn, th× kh«ng gian
C∞(Ω̄) trï mËt trong Wm

p (Ω).Chøng minh. Gi¶ sö Ω lµ miÒn sao trong Rn ®èi víi gèc täa®é. NÕu u ∈ Wm
p (Ω), th× hµm u(λx) ®îc x¸c ®Þnh trong Ω1 =

{x ∈ Rn : λx ∈ Ω} vµ u(λx) ∈ Wm
p (Ω1), ë ®ã λ = const < 1.H¬n n÷a, víi mäi ε > 0 tån t¹i mét sè δ(ε) sao cho

‖u(λx) − u(x)‖W m
p (Ω) 6 ε, |λ− 1| < δ(ε).MÆt kh¸c, tõ §Þnh lÝ 1.8 ta cã

lim
h→0

‖uh(λx) − u(λx)‖W m
p (Ω) = 0.Do ®ã,

lim
h→0

‖uh(λx) − u(x)‖W m
p (Ω) 6 ε.Bëi v× uh(λx) ∈ C∞(Ω̄), nªn C∞(Ω̄) trï mËt trongWm

p (Ω). §ÞnhlÝ ®îc chøng minh.§Þnh lÝ 1.10. Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn låi bÞ chÆn trong Rn vµ Ω1lµ tËp con cña Ω̄ cã ®é ®o d¬ng. Gi¶ sö r»ng u ∈W 1
p (Ω), p > 1.Khi ®ã

∫

Ω

|u|pdx 6 C
µn(Ω)

µn(Ω1)

∫

Ω1

|u|pdx

+ C[d(Ω)]n+p−1[µn(Ω1)]
(1−n)/n

∫

Ω

|∇u|pdx,ë ®ã d(Ω) lµ ®êng kÝnh cña miÒn Ω, µn lµ ®é ®o Lebesgue n-chiÒu, C lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc vµo hµm u(x).



24 Ch¬ng I. Kh«ng gian SobolevChøng minh. Bëi v× Ω lµ miÒn låi, nªn Ω lµ miÒn sao. Do vËy,
C∞(Ω) trï mËt trong kh«ng gian W 1

p (Ω). Tõ ®ã chØ cÇn chøngminh bÊt ®¼ng thøc trong §Þnh lÝ ®èi víi hµm u ∈ C∞(Ω).Ta cã
u(x) − u(y) =

|x−y|∫

0

∂u

∂ν
dt,ë ®ã x, y lµ c¸c ®iÓm tïy ý trong Ω, ∂/∂ν lµ ®¹o hµm theo híng

(x − y)/|x − y|, cßn dt lµ phÇn tö ®é dµi. Nhê bÊt ®¼ng thøcHölder ta nhËn ®îc
|u(x)|p 6 C|u(y)|p + C|x− y|p−1

l(x,y)∫

0

|∇u(y + t)|pdt,ë ®ã l(x, y) lµ ®é dµi cña ®o¹n nèi ®iÓm y vµ ®iÓm giao cña ∂Ωvíi tia xuÊt ph¸t tõ y vµ cã ph¬ng lµ (x− y)/|x− y|. TÝch ph©nbÊt ®¼ng thøc nµy theo x ∈ Ω. KÕt qu¶ lµ
∫

Ω

|u(x)|pdx 6 Cµn(Ω)|u(y)|p + Cd(Ω)n+p−1

∫

Ω

|∇u(z)|p
|z − y|n−1

dz.B©y giê lÊy tÝch ph©n theo y ∈ Ω1 bÊt ®¼ng thøc nhËn ®îc, ta cã
µn(Ω1)

∫

Ω

|u(x)|pdx 6Cµn(Ω)

∫

Ω1

|u(y)|pdy

+Cd(Ω)n+p−1

∫

Ω

|∇u(z)|pdz
∫

Ω1

dy

|z − y|n−1
.
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∫

Ω1

dy

|z − y|n−1
6

∫

|z−y|6s

dy

|z − y|n−1
+

∫

|z−y|>s,y∈Ω1

dy

|z − y|n−1

6sωn + s1−nµn(Ω1)víi mçi s > 0, ë ®ã ωn lµ diÖn tÝch mÆt cÇu ®¬n vÞ trong Rn. §Æt
s = µn(Ω1)

1/n ta nhËn ®îc kÕt qu¶ cña §Þnh lÝ. §Þnh lÝ ®îcchøng minh.§Þnh lÝ sau ®©y miªu t¶ sù th¸c triÓn mét hµm thuéc Wm
p (Ω)ra mét miÒn réng h¬n.§Þnh lÝ 1.11. Gi¶ sö Π lµ mét h×nh hép trong Rn :

Π = {x ∈ Rn : −aj < xj < aj , j = 1, . . . , n}vµ u ∈ Wm
p (Π), p > 1. Khi ®ã tån t¹i mét hµm u1 ∈ Wm

p (Rn),sao cho u1(x) = u(x) víi mäi x ∈ Π vµ
supp u1(x) ⊂ Π1 = {x ∈ Rn : −2aj < xj < 2aj , j = 1, . . . , n}.H¬n n÷a,

‖u1(x)‖W m
p (Rn) 6 C‖u(x)‖W m

p (Π),ë ®ã C lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc vµo hµm u(x).Chøng minh. §Æt
u1(x) =

m−1∑

j=0

αju(−a1 − 2−j−1x1, x2, . . . , xn)®èi víi −2a1 < x1 < −a1,−aj < xj < aj , j = 2, . . . , n. C¸ch»ng sè αj tháa m·n
m−1∑

j=0

αj(−1)k2−k(j+1) = 1, k = 0, 1, . . . , m− 1.



26 Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev§©y lµ mét hÖ ®¹i sè víi ®Þnh thøc kh¸c kh«ng nªn nã cã nghiÖm.Nh vËy, ta ®· x¸c ®Þnh ®îc hµm u1 trong h×nh hép
Π′ = {x ∈ Rn : −2a1 < x1 < −a1,−aj < xj < aj , j = 2, . . . , n}.H¬n n÷a,

‖u1(x)‖W m
p (Π′) 6 C1‖u(x)‖W m

p (Π),ë ®ã C1 lµ h»ng sè kh«ng phô thuéc vµo u. Chó ý thªm r»ng,
u1 ∈ Cm−1(Π′) nÕu u ∈ Cm(Π). Còng lµm nh vËy ta cã thÓth¸c triÓn ®îc hµm u ra c¸c phÝa kh¸c cña hép Π. §Þnh lÝ ®îcchøng minh.C¸ch th¸c triÓn ®· lµm trong chøng minh §Þnh lÝ cã tªn lµth¸c triÓn Whitney.1.4. Kh«ng gian ◦

W m
p (Ω), 1 6 p <∞Kh«ng gian ◦

Wm
p (Ω) víi 1 6 p < ∞ lµ bao ®ãng cña ◦

C∞(Ω)trong chuÈn cña kh«ng gian Wm
p (Ω).§Þnh lÝ 1.12 (Friedrichs). Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn bÞ chÆn trong

Rn. Khi ®ã tån t¹i mét h»ng sè CΩ phô thuéc vµo Ω, sao cho
‖u‖Lp(Ω) 6 CΩ

(∫

Ω

n∑

i=1

∣∣∣ ∂u
∂xj

∣∣∣
p

dx
)1/pvíi mäi hµm u ∈

◦

W 1
p(Ω).Chøng minh. Gi¶ sö u ∈

◦

C∞(Ω) vµ gi¶ sö Ω n»m trong d¶i
J = {x ∈ Rn : a < x1 < b}. §Æt u(x) = 0 bªn ngoµi Ω. Khi ®ã

u(x) =

x1∫

a

∂u(t, x2, . . . , xn)

∂t
dt.
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|u(x)| 6

b∫

a

∣∣∣∂u(t, x2, . . . , xn)

∂t

∣∣∣dtvµ nhê bÊt ®¼ng thøc Hölder ta nhËn ®îc
|u(x)|p 6 (b− a)p/q

b∫

a

∣∣∣∂u(t, x2, . . . , xn)

∂t

∣∣∣
p

dt,ë ®ã p, q lµ c¸c sè sao cho 1/p+ 1/q = 1. Sau khi lÊy tÝch ph©nc¶ hai vÕ cña bÊt ®¼ng thøc nµy trªn J ta nhËn ®îc kÕt luËn cña§Þnh lÝ ®èi víi mäi hµm u ∈
◦

C∞(Ω).Bëi v× kh«ng gian ◦

W 1
p(Ω) lµ lµm ®Çy cña ◦

C∞(Ω) trong chuÈncña W 1
p (Ω), nªn kÕt luËn cña §Þnh lÝ còng ®óng cho mäi hµm

u ∈
◦

W 1
p(Ω). §Þnh lÝ ®îc chøng minh.B©y giê ta ®i xÐt mét sè tÝnh chÊt cña c¸c hµm trong c¸c kh«nggian Sobolev.§Þnh lÝ 1.13. Gi¶ sö u(x) ∈ Wm

p (Ω), p > 1 vµ supp u(x)

⊂⊂ Ω. Khi ®ã u(x) ∈ ◦

Wm
p (Ω).Chøng minh. Gi¶ sö uh(x) lµ trung b×nh hãa cña hµm u(x).Bëi v× uh(x) kh¶ vi v« h¹n víi gi¸ compact. H¬n n÷a, gi¶ sö

uh(x) → u(x) trong kh«ng gian Wm
p (Ω) khi h→ 0. Tõ ®ã nhËn®îc ®iÒu kh¼ng §Þnh cña §Þnh lÝ. §Þnh lÝ ®îc chøng minh.Tõ ®Þnh nghÜa kh«ng gian ◦

Wm
p (Ω) vµ §Þnh lÝ 1.13 ta suy ra®Þnh lÝ sau.§Þnh lÝ 1.14. Kh«ng gian ◦

Wm
p (Rn) vµ Wm

p (Rn) trïng nhau.Chøng minh. Gi¶ sö u(x) ∈ Wm
p (Rn) vµ θ(t) ∈ C∞(R1)lµ hµm sao cho θ(t) = 1 víi t < 1 vµ θ(t) = 0 víi t > 2. §Æt
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uk(x) = u(x)θ(|x| − k). Khi ®ã

∑

|α|6m

∫

Rn

|Dα(uk − u)|pdx 6 C

∫

|x|>k+1

∑

|α|6m

|Dαu|pdx→ 0khi k → ∞. Do §Þnh lÝ 1.13 hµm uk(x) ∈
◦

Wm
p (Rn) víi mäi k.Tõ ®©y suy ra u(x) ∈ ◦

Wm
p (Rn). §Þnh lÝ ®îc chøng minh.1.5. Kh«ng gianWm,l
2

(QT )Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn trong Rn vµ T = const > 0. KÝ hiÖu
QT = Ω× (0, T ) = {(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (0, T )} vµ gäi nã lµ trôvíi chiÒu cao T vµ ®¸y Ω.

Wm,l
2 (QT ) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) ∈

L2(QT ), sao cho tån t¹i tÊt c¶ c¸c ®¹o hµm suy réng theo x ®ÕncÊp m vµ theo t ®Õn cÊp l thuéc L2(QT ), trong nã trang bÞ chuÈn
‖u‖W m,l

2 (QT ) =
( ∑

|α|6m

∫

QT

|Dαu|2dxdt+

l∑

k=1

∫

QT

∣∣∣∂
ku

∂tk

∣∣∣
2

dxdt
)1/2

.(1.7)Trêng hîp l = 0, sè h¹ng thø hai trong vÕ ph¶i cña (1.7) coinh kh«ng cã.Kh«ng khã kh¨n cã thÓ kiÓm tra ®îcWm,l
2 (QT ) lµ mét kh«nggian Banach. H¬n n÷a, nã lµ kh«ng gian Hilbert víi tÝch v« híng®îc sinh tõ chuÈn (1.7).

◦

Wm,l
2 (QT ) lµ kh«ng gian con cña Wm,l

2 (QT ), bao gåm tÊt c¶c¸c hµm u(x, t) thuéc Wm,l
2 (QT ) vµ b»ng kh«ng gÇn biªn ST =

∂Ω × (0, T ). §iÒu ®ã cã nghÜa lµ, u(x, t) ∈
◦

Wm,l
2 (QT ) khi vµchØ khi tån t¹i mét d·y {uk(x, t)}∞k=1 ⊂ C∞(QT ), uk(x, t) = 0khi (x, t) ∈ Qδ

T = {(x, t) ∈ QT : dist{(x, t), ST} < δ}, δ lµ sè



Ch¬ng I. Kh«ng gian Sobolev 29d¬ng ®ñ bÐ, vµ uk → u trongWm,l
2 (QT ) khi k → ∞.

◦

Wm,l
2 (QT )còng lµ mét kh«ng gian Hilbert.

§2. PhÐp biÕn ®æi Fourier2.1. PhÐp biÕn ®æi Fourier trong kh«ng gianSchwartzKÝ hiÖu S lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm u(x) ∈ C∞(Rn) sao chovíi mäi k vµ α ta cã
(1 + |x|2)k|Dαu(x)| 6 Ck, α,ë ®ã Ck,α chØ phô thuéc vµo k vµ α. Sù héi tô trong S ®îcx¸c ®Þnh nh sau: mét d·y {um(x)}∞m=1 ⊂ S ®îc gäi lµ héi tô®Õn hµm u(x) nÕu d·y {(1 + |x|2)kDαum(x)}∞m=1 héi tô ®Òu ®Õn

(1+ |x|2)kDαu(x) khim→ ∞. Khi ®ã S ®îc gäi lµ kh«ng gianSchwartz.Tõ ®Þnh nghÜa kh«ng gian Schwartz suy ra ◦

C∞(Rn) ⊂ S.Ngoµi ra, víi mçi ®a thøc P (x) ta cã e−|x|2P (x) thuéc S. NÕu
u(x) ∈ S, th×

ũ(ξ) =

∫

Rn

u(x)e−ixξdx (2.1)®îc gäi lµ phÐp biÕn ®æi Fourier cña hµm u(x), ë ®©y xξ =
n∑

j=1

xjξj . Ngêi ta cßn dïng kÝ hiÖu Fx→ξu ®Ó chØ râ phÐp biÕn®æi Fourier chuyÓn biÕn x thµnh biÕn ξ.Bæ ®Ò 2.1. NÕu u(x) ∈ S, th× ũ(ξ) ∈ S.



30 Ch¬ng I. Kh«ng gian SobolevChøng minh. §èi víi mçi α ta cã
Dαũ(ξ) =

∫

Rn

(−ix)αu(x)e−ixξdx.Bëi v× |ξ|2kDαũ(ξ) =
∫

Rn

(−ix)αu(x)(−∆)ke−ixξdx. MÆt kh¸c,
∫

Rn

(−ix)αu(x)(−∆)ke−ixξdx =

∫

Rn

(−∆)k[(−ix)αu(x)]e−ixξdx,ë ®ã ∆ =
n∑

j=1

∂2/∂x2
j , nªn |ξ|2k|Dαũ| 6 C ′

k,α. Tõ ®ã ta nhËn ®îc
ũ ∈ S. Bæ ®Ò ®îc chøng minh.§Þnh lÝ 2.1 (PhÐp biÕn ®æi Fourier ngîc). §èi víi mçi hµm
u(x) ∈ S cã c«ng thøc

u(x) = (2π)−n

∫

Rn

ũ(ξ)eixξdξ.Chøng minh. Tríc tiªn ta ®i chøng minh cho n = 1. Ta cã
+∞∫

−∞

ũ(ξ)eixξdξ =

+∞∫

−∞

( +∞∫

−∞

u(t)e−itξdt
)
eixξdξ

=

+∞∫

−∞

lim
N→∞

N∫

−N

ei(x−t)ξu(t)dtdξ

= lim
N→∞

+∞∫

−∞

eiN(x−t) − e−iN(x−t)

i(x− t)
u(t)dt

=2 lim
N→∞

+∞∫

−∞

sinN(x− t)

(x− t)
u(t)dt. (2.2)


