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5Lêi nãi ®ÇuCuèn chuyªn kh¶o vÒ hÖ ph­¬ng tr×nh hyperbolic trong c¸ctrô cã ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc viÕtdùa trªn c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøucña t¸c gi¶ vµ céng sù trong kho¶ng gÇn hai m­¬i n¨m trë l¹i®©y. Môc ®Ých chÝnh cña cuèn s¸ch lµ tr×nh bµy mét c¸ch hÖthèng h­íng nghiªn cøu c¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu ®èi víi hÖhyperbolic trong c¸c trô víi ®¸y cã biªn kh«ng tr¬n bao gåm c¶trô h÷u h¹n vµ v« h¹n. Víi môc ®Ých nh­ vËy, cuèn s¸ch ®­îcchia lµm ba ch­¬ng vµ phÇn phô lôc.Ch­¬ng I tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ c¬ b¶n vÒ bµi to¸n biªn ban®Çu thø nhÊt ®èi víi hÖ hyperbolic trong trô h÷u h¹n cã biªn chøa®iÓm conic. C¸c kÕt qu¶ vÒ sù ån t¹i vµ duy nhÊt nghiÖm suyréng, còng nh­ tÝnh tr¬n cu¶ nghiÖm nµy theo biÕn thêi gian vÉn®óng trong tr­êng hîp ®¸y cña trô cã biªn tïy ý [68,70,71,74,75].Bµi to¸n biªn ban ®Çu thø hai ®èi víi hÖ hyperbolic trong trô h÷uh¹n cã ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc xÐt tiÕp theo ë ch­¬ng thø hai. Trongch­¬ng nµy chóng t«i ®­a vµo c¸c kÕt qu¶ nghiªn cøu vÒ tÝnh gi¶i®­îc duy nhÊt cña bµi to¸n khi ®¸y cã biªn bÊt k× [67]. Tuy nhiªn,c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh chÝnh qui cña nghiÖm suy réng theo tÊt c¶ c¸cbiÕn vµ biÓu diÔn tiÖm cËn cña nghiÖm suy réng chØ nhËn ®­îc



6trong trô víi ®¸y cã biªn chøa ®iÓm conic. Ch­¬ng cuèi trinh bµyc¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu trong trô v« h¹n víi ®¸y kh«ng tr¬n.Trong ch­¬ng nµy chóng t«i ®­a vµo c¸c kh«ng gian Sobolev cãträng khi biÕn thêi gian ra v« cïng ®Ó xÐt bµi to¸n trong trô v«h¹n. C¸c kÕt qu¶ c¬ b¶n lµ c¸c ®Þnh lÝ vÒ sù tån t¹i duy nhÊt, tÝnhtr¬n theo biÕn thêi gian vµ biÓu diÔn tiÖm cËn cña nghiÖm suyréng trong l©n cËn ®iÓm conic [95,96,100,101]. Cuèi mçi ch­¬ngchóng t«i ®Òu ®­a ra c¸c vÝ dô øng dông vµo c¸c bµi to¸n cô thÓ.§Ó cã c¸ch nh×n hÖ thèng vÒ c¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu ®èi víic¸c hÖ kh«ng dõng trong trô cã ®¸y kh«ng tr¬n chóng t«i ®­a vµophÇn phô lôc. Hai môc ®Çu cña phÇn nµy giíi thiÖu c¸c kªt qu¶nghiªn cøu vÒ c¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu ®èi víi hÖ ph­¬ng tr×nhSchrodinger vµ ph­¬ng tr×nh parabolic trong c¸c trô víi ®¸y chøa®iÓm conic. Bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt ®èi víi hÖ hyperbolictrong trô cã ®¸y chøa ®iÓm lïi míi ®­îc chóng t«i nghiªn cøugÇn ®©y vµ ®­îc tr×nh bµy vµo cuèi cña phô lôc. Chóng t«i b­íc®Çu nhËn ®­îc c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh gi¶i ®­îc, tÝnh chÝnh qui vµtiÖm cËn cña nghiÖm suy réng cña bµi to¸n trong trô h÷u h¹n.PhÇn phô lôc chØ dõng l¹i giíi thiÖu c¸c kÕt qu¶ mµ kh«ng chøngminh. C¸c chøng minh chi tiÕt cã thÓ xem trong c¸c c«ng tr×nh[86-94, 97-99].



7Cuèn s¸ch ®­îc viÕt nh»m phôc vô cho nghiªn cøu sinh, häcviªn cao häc thuéc chuyªn ngµnh ph­¬ng tr×nh vi ph©n vµ tÝchph©n cña tr­êng §¹i Häc S­ Ph¹m Hµ Néi. Ngoµi ra, cuèn s¸chcã thÓ lµm tµi liÖu gi¶ng d¹y chuyªn ®Ò vµo n¨m cuèi cho sinhviªn, ®Æc biÖt lµ sinh viªn líp chÊt l­îng cao cña khoa To¸n-Tin cña Tr­êng. Cuèn s¸ch còng cã thÓ lµ tµi liÖu tham kh¶o chonh÷ng ai muèn t×m hiÓu s©u vÒ c¸c bµi to¸n biªn ®èi víi hÖ kh«ngdõng trong miÒn kh«ng tr¬n.Cuèn s¸ch ®­îc viÕt kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu sãt. T¸cgi¶ mong nhËn ®­îc c¸c ý kiÕn ®ãng gãp cña c¸c nhµ To¸n häc,c¸c b¹n ®ång nghiÖp vµ c¸c ®éc gi¶ gÇn xa. Mäi ý kiÕn ®ãng gãpxin göi vÒ ®Þa chØ: "Seminar ph­¬ng tr×nh vi ph©n vµ tÝch ph©n,khoa To¸n-Tin, Tr­êng §¹i häc S­ ph¹m Hµ Néi". Cuèi cïng t¸cgi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n tíi Quü Ph¸t triÓn Khoa häc vµ C«ngnghÖ Quèc gia ViÖt nam (NAFFOSTED) ®· tµi trî cho cuèn s¸ch.T¸c gi¶NguyÔn M¹nh Hïng



8 Më ®ÇuC¸c bµi to¸n biªn ®èi víi c¸c ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ngtr×nh dõng còng nh­ kh«ng dõng tuyÕn tÝnh trong c¸c miÒn tr¬n®· ®­îc nghiªn cøu gÇn nh­ hoµn thiÖn vµo gi÷a thÕ kØ XX[1,9,11,12,29,30-32,48,61-63,65,103-106]. Tuy nhiªn c¸c kÕt qu¶nµy chØ dõng l¹i lµ c¸c bµi to¸n ®­îc xÐt trong c¸c miÒn v¬i biªntr¬n. Mét vÊn ®Ò ®Æt ra cÇn nghiªn cøu c¸c bµi to¸n trong c¸cmiÒn kh«ng tr¬n, tøc lµ biªn cña miÒn chøa ®iÓm k×. §©y lµ métvÊn ®Ò ®Õn lóc ®ã ch­a ®­c kh¾c phôc v× viÖc gi¶i bµi to¸n trongmiÒn bÞ chÆn ®­îc ®­a vÒ bµi to¸n trong toµn kh«ng gian Rnvµ bµi to¸n trong toµn kh«ng gian Rn
+ nhê phÐp uèn th¼ng biªncña miÒn th«ng qua phÐp ph©n ho¹ch ®¬n vÞ. Ng­êi ®Çu tiªn gi¶iquyÕt bµi to¸n biªn tæng qu¸t ®èi víi ph­¬ng tr×nh elliptic trongc¸c miÒn chøa ®iÓm k× dÞ kiÓu nãn ph¶i kÓ ®Õn lµ nhµ to¸n häcNga, V. A.Kondratiev. ¤ng ®· gi¶i quyÕt ®­îc mét sè vÊn ®Òmang tÝnh nguyªn lÝ ®Ó kh¾c phôc ®iÓm k× dÞ kiÓu nãn cña bµito¸n biªn tæng qu¸t ®èi víi ph­¬ng tr×nh elliptic. Mét trong c¸ckÕt qu¶ quan träng cña V. A. Kondratiev lµ biÓu diÔn ®­îc tiÖmcËn cña nghiÖm bµi to¸n biªn tæng qu¸t ®èi víi ph­¬ng tr×nhelliptic trong l©n cËn ®iÓm nãn d­íi d¹ng chuçi. Tõ ®ã cã thÓthÊy ®­îc mèi liªn hÖ gi÷a tÝnh tr¬n cña nghiÖm vµ ®é më cña



9gãc nãn còng nh­ cã thÓ ®¸nh gi¸ ®­îc ®é xÊp xØ nghiÖm cñabµi to¸n [10,35-40]. Tõ h­íng nghiªn cøu nµy c¸c nhµ to¸n häctiÕp tôc nghiªn cøu hÖ elliptic vµ h­íng nghiªn cøu nµy kh¸ hoµnthiÖn vµo nh÷ng n¨m chÝn m­¬i cña thÕ kØ tr­íc [4-8,15,16,18,20-23,42,49,50-59,66,69,72].Nghiªn cøu c¸c bµi to¸n biªn ®èi víi ph­¬ng tr×nh vµ hÖ kh«ngdõng trong trô cã ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc nghiªn cøu vµo cuèi thÓ kØXX. C¸c kÕt qu¶ ban ®Çu nhËn ®­îc chñ yÕu lµ cho c¸c ph­¬ngtr×nh kh«ng dõng cÊp hai [19,33,43-47,64]. TiÕp theo c¸c bµito¸n biªn trong trô cã ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc nghiªn cøu mét c¸chhÖ thèng ®èi víi c¸c hÖ ph­¬ng tr×nh: hyperbolic, parabolic vµSchrodinger.C¸c ph­¬ng ph¸p truyÒn thèng nhê phÐp biÕn ®æi Fourier hoÆcLaplace ®Ó ®­a bµi to¸n kh«ng dõng vÒ bµi to¸n dõng chØ thu®­îc kÕt qu¶ ®èi víi c¸c ph­¬ng tr×nh vµ hÖ cã c¸c hÖ sè kh«ngphô thuéc vµo biÕn thêi gian [14,26,60]. Tõ nh÷ng h¹n chÕ nµyph­¬ng ph¸p c¾t thiÕt diÖn vµ nghiªn cøu nghiÖm xÊp xØ ®· ®­îc®­a vµo khi nghiªn cøu c¸c bµi to¸n dõng. Khi ®ã mét vÊn ®Òthuéc vÒ nguyªn lÝ ®· d­îc gi¶i quyÕt: nghiªn cøu ®­îc bµi to¸nvíi hÖ sè cña hÖ ph­¬ng tr×nh phô thuéc vµo c¶ biÕn thêi giankh«ng nh÷ng cho miÒn víi biªn kh«ng tr¬n, mµ cho c¶ miÒn víi



10biªn tr¬n.Tr­íc hÕt c¸c bµi to¸n kh«ng dõng víi hÖ sè phô thuéc thêigian ®­îc nghiªn cøu trong trô h÷u h¹n víi ®¸y lµ miÒn kh«ngtr¬n. C¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh gi¶i ®­îc vµ tÝnh tr¬n theo biÕn thêigian cña c¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt vµ thø hai trong c¸ctrô víi ®¸y lµ miÒn víi biªn bÊt k× ®­îc ®¨ng trong c¸c c«ngtr×nh [67,68,70]. Do sö dông ph­¬ng ph¸p c¾t thiÕt diÖn, nªn ban®Çu nghiÖm nhËn ®­îc h¹n chÕ chØ lµ nghiÖm suy réng trong c¸ckh«ng gian kiÓu Sobolev, tøc lµ c¸c nghiÖm cã ®¹o hµm suy réngbËc thÊp h¬n bËc cña hÖ ph­¬ng tr×nh.Mét vÊn ®Ò tù nhiªn ®Æt ra lµ ph¶i lµm tr¬n nghiÖm suy réngtheo tÊt c¶ c¸c biÕn ®Ó nghiÖm nµy gÇn víi nghiÖm th«ng th­êng.C¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh tr¬n cña nghiÖm theo c¶ biÕn thêi gian vµkh«ng gian cña c¸c bµi to¸n biªn ®èi víi hÖ hyperbolic trong c¸ctrô víi ®¸y lµ miÒn chøa ®iÓm nãn cã trong c«ng tr×nh [74] vµtrong trô víi ®¸y lµ miÒn víi gãc hai biªn trong [71]. C¸c kÕtqu¶ t­¬ng tù ®èi víi hÖ Schrodinger cã trong c«ng tr×nh [73]. Bµito¸n biªn tæng qu¸t ®èi víi hÖ hyperbolic trong trô víi ®¸y lµmiÒn chøa ®iÓm nãn trªn biªn ®­îc ®¨ng trong c«ng tr×nh [75],ë ®ã nhËn ®­îc biÓu diÔn tiÖm cËn nghiÖm gÇn ®iÓm nãn d­íid¹ng chuçi vµ t¸ch ®­îc nghiÖm thµnh hai phÇn: phÇn tr¬n cña



11nghiÖm vµ phÇn tiÖm cËn cña nghiÖm gÇn ®iÓm nãn. Nh­ vËy,vÊn ®Ò biªn kh«ng tr¬n vµ hÖ sè phô thuéc thêi gian cña c¸c bµito¸n dõng ®­îc gi¶i quyÕt mét c¸ch cã hÖ thèng. Tuy nhiªn, c¸ckÕt qu¶ trªn míi chØ dõng l¹i trong c¸c h×nh trô h÷u h¹n.Tõ ®Çu thÕ kØ XXI c¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu ®èi víi c¸c hÖkh«ng dõng trong trô v« h¹n víi ®¸y kh«ng tr¬n ®· ®­îc nghiªncøu. C¸c kÕt qu¶ ®èi víi bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt ®èi víiph­¬ng tr×nh vµ hÖ parabolic trong trô v« h¹n víi ®¸y chøa ®iÓmconic ®­îc nghiªn cøu trong c¸c c«ng tr×nh [76-80]. C¸c kÕt qu¶vÒ tÝnh ®Æt ®óng cña bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt ®èi víi ph­¬ngtr×nh cã trong c«ng trinh [77] vµ ®¸nh gi¸ ®­îc nghiÖm suy réngkhi biÕn thêi gian ra v« cïng [76,77]. Bµi to¸n biªn ban ®Çu thønhÊt ®èi víi hÖ parabolic ®­îc nghiªn cøu trong [78-80], ë ®ãnhËn ®­îc c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh gi¶i ®­îc duy nhÊt, tÝnh tr¬n theoc¸c biÕn vµ tiÖm cËn cña nghiÖm trong l©n cËn cña nghiÖm gÇn®iÓm conic. Tõ nh÷ng kÕt qu¶ nµy cã thÓ kiÓm so¸t ®­îc d¸ng®iÖu cña nghiÖm gÇn c¸c ®iÓm k× dÞ vµ khi thêi gian ra v« cïng.TiÕp theo bµi to¸n biªn tæng qu¸t ®èi víi ph­¬ng tr×nh parabolictrong trô víi ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc nghiªn cøu trong c¸c c«ngtr×nh [87-91]. Mét kÕt qu¶ quan träng cña bµi to¸n biªn tæng qu¸t®èi víi ph­¬ng tr×nh parabolic trong trô víi ®¸y chøa ®iÓm nãn



12®­îc ®¨ng trong [88], ë ®ã tr×nh bµy c¸c kÕt qu¶ vÒ tÝnh tr¬ncña nghiÖm phô thuéc vµo d¸ng ®iÖu cña diÓm k× dÞ th«ng qua lÝthuyÕt phæ cña bµi to¸n elliptic [89]. Nh÷ng kÕt qu¶ t­¬ng tù chobµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt ®èi víi hÖ Schrodinger ®­îc ®¨ngtrong c¸c c«ng tr×nh [81-86] vµ cho bµi to¸n biªn ban ®Çu thø haicã trong [92-95]. C¸c bµi to¸n biªn ban ®Çu ®èi víi hÖ hyperbolictrong trô v« h¹n víi ®¸y kh«ng tr¬n ®­îc xÐt trong c¸c c«ng tr×nh[96,97,101,102]. C¸c c«ng tr×nh [97,101] xÐt tÝnh tr¬n vµ tiÖmcËn cña nghiÖm gÇn ®iÓm nãn cña bµi to¸n Cauchy-Dirichlet ®èivíi ph­¬ng tr×nh hyperbolic cÊp hai. Bµi to¸n nµy ®èi víi hÖph­¬ng tr×nh hyperbolic ®­îc xÐt trong c«ng tr×nh [96,102], ë ®ãnhËn ®­îc c¸c kÕt qu¶ vÒ biÓu diÔn tiÖm cËn nghiÖm suy réng gÇn®iÓm conic vµ vÒ tÝnh tr¬n cña nghiÖm suy réng theo thêi gianchØ phô thuéc vµo ®é tr¬n theo thêi gian cña vÕ ph¶i vµ c¸c hÖ sècña hÖ ph­¬ng tr×nh mµ kh«ng phô thuéc vµo d¸ng ®iÖu cña biªn,cßn ®é tr¬n cña nghiÖm theo biÕn kh«ng gian l¹i phô thuéc vµo®é më cña gãc conic.C¸c kÕt qu¶ trªn ®©y vÒ tÝnh tr¬n theo c¸c biÕn vµ biÓu diÔntiÖm cËn cña nghiÖm suy réng míi chØ ®­îc nghiªn cøu trongtrong trô víi ®¸y lµ miÒn chøa ®iÓm conic vµ trong c¸c kh«nggian Hilbert. ViÖc nghiªn cøu mét c¸ch hÖ thèng c¸c bµi to¸n



13biªn ®èi víi c¸c hÖ kh«ng dõng trong c¸c trô víi ®¸y chøa c¸c®iÓm k× dÞ kh«ng ph¶i ®iÓm conic vµ më réng c¸c kÕt qu¶ rakh«ng gian Banach lµ mét vÊn ®Ò ®­îc quan t©m ngµy nay. §itheo h­íng nµy, chóng t«i ®ang nghiªn cøu c¸c bµi to¸n biªn ®èivíi hÖ hyperbolic trong trô h÷u h¹n cã ®¸y chøa ®iÓm lïi [98-100].Nh­ vËy, hoµn thiÖn lÝ thuyÕt c¸c bµi to¸n biªn tæng qu¸t ®èivíi ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nh kh«ng dõng trong c¸c trô víi®¸y cã biªn kh«ng tr¬n lµ mét vÊn ®Ò ®­îc quan t©m. VÊn ®Ònæi bËt lµ ®¸nh gi¸ nghiÖm suy réng dùa vµo khai triÓn tiÖm cËn,trong ®ã cÇn nghiªn cøu c¸c hÖ sè cña tiÖm cËn vµ c¸c bµi to¸nphæ ®­îc sinh ra tõ c¸c bµi to¸n biªn t­¬ng øng. TiÕp theo lµ c¸cbµi to¸n phi tuyÕn ®èi víi ®èi víi ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nhkh«ng dõng. C¸c vÊn ®Ò nµy vÉn ®ang ®­îc tiÕp tôc ®Ò cËp t¹isemenar "Ph­¬ng tr×nh Vi ph©n vµ TÝch ph©n" cña khoa To¸n-Tin,tr­êng §¹i häc S­ ph¹m Hµ Néi.



14 KÝ hiÖuKh¾p n¬i trong cuèn s¸ch, nÕu kh«ng chó ý riªng, ta sö dôngc¸c kÝ hiÖu sau:KÝ hiÖu Ω lµ mét miÒn trong kh«ng gian Euclide n chiÒu
Rn (n > 2) vµ ∂Ω lµ biªn cña nã. KÝ hiÖu Qa,b = Ω × (a, b) =

{(x, t) : x ∈ Ω, t ∈ (a, b), 0 6 a < b < ∞} lµ trô trong Rn+1vµ mÆt xung quanh cña nã lµ Sa,b = ∂Ω × (a, b) = {(x, t) : x ∈
∂Ω, t ∈ (a, b)}. QT = Q0,T , ST = S0,T .Gi¶ sö u lµ hµm vector gi¸ trÞ phøc víi c¸c thµnh phÇn u1, ..., un.Ta dïng c¸c kÝ hiÖu: u = (u1, ..., un) vµ ®¹o hµm (suy réng) cÊp αtheo biÕn x ®­îc lµDα = Dα

x =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n

≡ ∂|α|/∂xα1
1 ...∂x

αn
n ,cÊp k theo biÕn t lµ ∂k

∂tk
≡ ∂k/∂tk ≡ utk , ë ®©y α = (α1, ..., αn)lµ kÝ hiÖu ®a chØ sè víi αi lµ c¸c sè nguyªn kh«ng ©m, |α| =

α1 + ...+ αn.KÝ hiÖu Ck(Ω) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµm cã c¸c ®¹o hµmliªn tôc ®Õn cÊp k trong miÒn Ω, 06k6∞, C0(Ω) = C(Ω), vµ
◦

Ck(Ω) =
◦

C(Ω) ∩ Ck(Ω), ë ®ã ◦

C(Ω) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c hµmliªn tôc trong Ω víi gi¸ compact thuéc Ω.

• H l(Ω) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x) ∈
L2(Ω), sao cho Dαu(x) ∈ L2(Ω) víi mäi |α|6l vµ cã chuÈn



15®­îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc
‖u‖Hl(Ω) =

( l∑

|α|=0

∫

Ω

|Dαu|2dx
)1/2

.

•
◦

H l(Ω) lµ bao ®ãng cña ◦

C∞(Ω) trong chuÈn cña H l(Ω).

• H l,k(QT ) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) ∈
L2(QT ), sao cho tån t¹i c¸c ®¹o hµm suy réng theo x ®Õn cÊp mthuéc L2(QT ) vµ theo t ®Õn cÊp l thuéc L2(QT ) víi chuÈn sau:
‖u‖Hl,k(QT ) =

( l∑

|α|=0

∫

QT

|Dαu|2dxdt+

k∑

j=1

∫

QT

|utj |2dxdt
)1/2

.

•
◦

H l,k(QT ) lµ bao ®ãng trong kh«ng gian H l,k(QT ) cña tËphîp tÊt c¶ c¸c hµm u(x, t) thuéc C∞(QT ) sao cho u(x, t) = 0khi (x, t) ∈ Qδ
T = {(x, t) ∈ QT : dist{(x, t), ST} < δ}, δ lµ sèd­¬ng ®ñ bÐ.Gi¶ sö ∂Ω lµ mÆt kh¶ vi v« h¹n kh¾p n¬i trõ gèc täa ®é, cßntrong l©n cËn nµo ®ã cña gèc täa ®é Ω trïng víi nãn K = {x :

x/|x| ∈ G}, ë®©y G lµ miÒn tr¬n trªn mÆt cÇu ®¬n vÞ Sn−1.KÝhiÖu r = |x| lµ kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm x ®Õn gèc täa ®é. Ta cã c¸ckh«ng gian hµm sau:
• H l,k

β (QT ) lµ kh«ng gian víi chuÈn ®­îc x¸c ®Þnh bëi
‖u‖2

Hl,k
β (QT )

=
l∑

|α|=0

∫

QT

r2(β+|α|−l)|Dαu|2dxdt+
k∑

j=0

∫

QT

|utj |2dxdt.
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• H l

β(QT ) lµ kh«ng gian víi chuÈn
‖u‖Hl

β(QT ) =

( l∑

|α|+j=0

∫

QT

r2(β+|α|+j−l)|Dαutj |2dxdt
)1/2

.

• V l
β(QT ) lµ kh«ng gian c¸c hµm trong ®ã chuÈn ®­îc x¸c®Þnh b»ng c«ng thøc

‖u‖V l
β(QT ) =

( l∑

|α|+k=1

∫

QT

r2(β+|α|+k−l)|Dαutk |2dxdt+
∫

QT

|u|2dxdt
)1/2

.Ta ®­a vµo c¸c kh«ng gian Sobolev trong trô v« h¹n. KÝ hiÖu
Ω∞ = Ω × (0,∞), S∞ = ∂Ω × (0,∞), γ = const > 0. Ta cãc¸c kh«ng gian hµm sau:

• H l,k(e−γt; Ω∞) lµ kh«ng gian c¸c hµm u = u(x, t) víi c¸c®¹o hµm suy réng Dαu, |α| 6 l, uts , 1 6 s 6 k sao cho
‖u‖2

Hl,k(e−γt,Ω∞) =

∫

Ω∞

( ∑

|α|6l

|Dαu|2+
k∑

s=0

|uts|2
)
e−2γtdxdt <∞.

•
o

H l,k(e−γt,Ω∞) lµ bao ®ãng theo chuÈn trong kh«ng gian
H l,k(e−γt,Ω∞) cña tËp tÊt c¶ c¸c hµm kh¶ vi v« h¹n trªn Ω∞ triÖttiªu gÇn S∞.

• H l,k
β (e−γt,Ω∞) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm

u(x, t) víi chuÈn
‖u‖2

Hl,k
β (e−γt,Ω∞)

=

∫

Ω∞

( l∑

|α|=0

r2(β+|α|−l)|Dαu|2+
k∑

s=0

|uts|2
)
e−2γtdxdt.
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• H l

β(e−γt,Ω∞) lµ kh«ng gian c¸c hµm u(x, t) víi chuÈnsatisfying
‖u‖2

Hl
β(e−γt,Ω∞) =

∫

Ω∞

( l∑

|α|+s=0

r2(β+|α|+s−l)|Dαuts|2
)
e−2γtdxdt.

• V l
β(e−γt,Ω∞) lµ kh«ng gian c¸c hµm u(x, t) víi chuÈn

‖u‖2
V l

β(e−γt,Ω∞) =

∫

Ω∞

( l∑

s+|α|=1

r2(β+s+|α|−l)|Dαuts|2+|u|2
)
e−2γtdxdt.

• V l,0
β,h(e

−γt,Ω∞)- kh«ng gian gåm c¸c hµm nhËn gi¸ trÞtrong kh«ng gian H l
β(Ω), x¸c ®Þnh trªn (0,∞) vµ cã ®¹o hµmtheo t ®Õn cÊp h, tháa m·n

‖u‖V l,0
β,h(e−γt,Ω∞) :=

( h∑

j=0

∞∫

0

∥∥∥
dju(t)

dtj

∥∥∥
2

Hl
β(Ω)

e−2γtdt
) 1

2
< +∞.

• V
l− 1

2
,0

β,h (e−γt, S∞)- kh«ng gian gåm c¸c hµm nhËn gi¸ trÞtrong H l− 1
2

β (∂Ω), x¸c ®Þnh trªn (0,∞) vµ cã ®¹o hµm theo t ®ÕncÊp h, tháa m·n
‖u‖

V
l− 1

2 ,0

β,h (e−γt,S∞)
:=

( h∑

j=0

∞∫

0

∥∥∥
dju(t)

dtj

∥∥∥
2

H
l− 1

2
β (∂Ω)

e−2γtdt
) 1

2
< +∞.

• Lk(e−γt, (0,∞)) lµ kh«ng gian c¸c hµm u(t) ®­îc x¸c®Þnh nhê chuÈn:
‖u‖Lk(e−γt,(0,∞)) =

( k∑

s=0

∫ ∞

0

|uts|2e−2γtdxdt
) 1

2
.
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• Gi¶ sö X lµ kh«ng gian Banach víi chuÈn ‖.‖X . KÝ hiÖu

L∞(0,∞;X) lµ kh«ng gian bao gåm tÊt c¶ c¸c hµm u(., t) nhËngi¸ trÞ trong kh«ng gian X , x¸c ®Þnh trªn [0,∞) sao cho
‖u‖L∞(0,∞;X) = ess sup

t>0

∥∥u(., t)
∥∥

X
< +∞.



19ch­¬ng 1Bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt®èi víi hÖ hypebolic trong trô h÷u h¹n
§1.1. TÝnh gi¶i ®­îc cña bµi to¸n1. §Æt bµi to¸nGi¶ sö Ω lµ mét miÒn bÞ chÆn víi biªn ∂Ω tïy ý trong Rn vµ

QT , 0 < T <∞, lµ trô víi ®¸y Ω. XÐt to¸n tö vi ph©n ma trËn
L(x, t,D) =

m∑

|p|,|q|=1

Dpapq(x, t)D
q +

m∑

|p|=1

ap(x, t)D
p + a(x, t),trong ®ã apq, ap, a - c¸c ma trËn s× s, apq = (−1)|p|+|q|a∗pq. C¸cphÇn tö cña c¸c ma trËn nµy lµ c¸c hµm liªn tôc trong QT . Gi¶thiÕt ®iÒu kiÖn sau tho¶ m·n

∑

|α|,|β|=m

aαβ(x, t)ξαξβηη > γ0|ξ|2m|η|2víi mäi ξ ∈ Rn, η ∈ Cs vµ (x, t) ∈ Ω∞, γ0 = cconst > 0.



20 XÐt trong trô QT bµi to¸n:
(−1)m−1L(x, t,D)u− utt = f, (1.1.1)

u
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= 0, (1.1.2)
∂ju

∂νj

∣∣∣∣
ST =∂Ω×(0,T )

= 0, j = 0, ..., m− 1, (1.1.3)ë ®ã f = f(x, t) lµ hµm ®· cho trong QT , cßn ν lµ ph¸p vÐc t¬ngoµi tíi mÆt xung quanh ST .Mét hµm u(t) ®­îc gäi lµ nghiÖm suy réng trong kh«ng gian
Hm,1(QT ) cña bµi to¸n (1.1.1)−(1.1.3) nÕu u(x, t) ∈ o

Hm,1(QT ),

u(x, 0) = 0, vµ tháa m·n ®ång nhÊt thøc tÝch ph©n sau
(−1)m−1

∫

QT

[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)|p|apqD
quDpη +

m∑

|p|=1

apD
puη + auη

]
dxdt

+

∫

QT

utηtdxdt =

∫

QT

fηdxdt (1.1.4)víi mäi hµm thö η = η(x, t) ∈
o

Hm,1(QT ), η(x, T ) = 0.§Ó tiÖn cho viÖc nghiªn cøu sau nµy, ë ®©y ta ®­a vµo mét sèbæ ®Ò. KÝ hiÖu
B(u, v)(t) =

m∑

|p|,|q|=1

(−1)|p|
∫

Ω

apqD
quDpvdx. (1.1.5)Bæ ®Ò 1.1.1. (bÊt ®¼ng thøc Garding më réng) Tån t¹i c¸c h»ng



21sè µ0, λ0 (µ0 > 0, λ0 > 0), sao cho
(−1)mB(u, u)(t) > µ0‖u(x, t)‖Hm(Ω) − λ0‖u(x, t)‖2

L2(Ω)víi mäi hµm u(x, t) ∈
o

Hm,1(QT ).Chøng minh.§Æt βls = (−1)|l|+mals víi |l| + |s| < 2m. Ta cã thÓ viÕt
(−1)mB(u, u)(t) =

∫

Ω

apqD
quDpudx+

∑

|l|+|s|<2m

∫

Ω

βlsD
suDludxë ®©y vµ trong c¶ chøng minh ta dïng kÝ hiÖu apq ®Ó chØ tr­ênghîp |p| = |q| = m.Tr­êng hîp 1: apq = const, βls = 0 víi |l| + |s| < 2m. Do

Ω lµ miÒn bÞ chÆn, nªn ta lu«n coi Ω n»m trong mét h×nh hép
Π ∈ Rn. §èi víi u ∈

o

Hm,1(QT ) ta cã khai triÓn Fourier
u(x, t) = (2π)−n/2

∞∑

k=−∞

cke
ikx,ë ®ã

ck = ck(t) = (2π)−n/2

∫

Ω

u(x, t)e−ikxdx.H¬n n÷a, víi |p| 6 m ta cã
Dpu = (2π)−n/2

∞∑

k=−∞

eikx

∫

Ω

Dpue−ikxdx.



22Tõ ®©y khi sö dông tÝch ph©n tõng phÇn ta nhËn ®­îc
Dpu = (2π)−n/2

∞∑

k=−∞

i|p|kpcke
ikx,

apqD
pu = (2π)−n/2

∞∑

k=−∞

i|p|kpapqcke
ikx.Sö dông ®¼ng thøc Parseval vµ ®iÒu diÖn hyperbolic m¹nh vµ bÊt®¼ng thøc Friedrichs ta nhËn ®­îc

(−1)mB(u, u)(t) = (2π)−n/2
∞∑

k=−∞

∑

|p|,|q|=m

apqk
pkqckck

> a0

∞∑

k=−∞

|k|2m|ck|2Hm(Ω)

= a0

∫

Ω

|Dmu|2dx >
a0c

(mesΩ)2/n
‖u(x, t)‖2

Hm(Ω),

ë ®ã c lµ h»ng sè chØ phô thuéc vµo n. Nh­ vËy γ0 =
a0c

(mesΩ)2/n
,

λ0 = 0.Tr­êng hîp 2: diam(suppu) < δ0, δ0 lµ mét sè d­¬ng nµo



23®ã. Gi¶ sö (x0, t) ∈ suppu. Ta cã
γ̃0‖u‖2

Hm(Ω) 6

∫

Ω

apq(x
0, t0)D

quDpudx

=

∫

Ω

apq(x, t)D
quDpudx+

∑

|l|+|s|<2m

∫

Ω

βls(x, t)D
suDludx

+

∫

Ω

[
apq(x

0, t0)apq(x, t)
]
DquDpudx

−
∑

|l|+|s|<2m

∫

Ω

βls(x, t)D
suDludx

6 (−1)mB(u, u)(t) + max
(x,t)∈suppu

∑

|p|=|q|=m

|apq(x
0, t0)apq(x, t)|×

× ‖u‖2
Hm(Ω) + γ1‖u‖Hm(Ω)‖u‖Hm−1(Ω),ë ®ã γ̃0 kh«ng phô thuéc vµo (x0, t0).Do apq(x, t) liªn tôc trong QT , nªn chän δ0 ®ñ nhá ta nhËn®­îc

max
x∈suppu

∑

|p|=|q|=m

|apq(x
0, t0)apq(x, t)| <

1

2
γ̃0.Tõ c¸c lý luËn ®­îc ®­a ra ë trªn ta nhËn ®­îc

γ̃0

2
‖u‖2

Hm(Ω) 6 (−1)mB(u, u) + γ1‖u‖Hm(Ω)‖u‖Hm−1(Ω).Tõ ®©y vµ bÊt ®¼ng thøc néi suy ta nhËn ®­îc kÕt luËn cña bæ ®Ò.Tr­êng hîp 3: tæng qu¸t. Do apq(x, t) liªn tôc trong QT víi
|p| = |q| = m, nªn liªn tôc ®Òu. Do vËy cã thÓ chän mét ph©n



24ho¹ch ®¬n vÞ trong QT

N∑

h=1

ϕ2
h = 1,ë ®ã ϕh ∈ C∞ diam(suppϕh) < γ0, γ0 ®­îc chän sao cho

∑

|p|=|q|=m

|apq(x
1, t1)apq(x

2, t2)| <
1

2
γ̃0víi |(x1, t1) − (x2, t2)| < γ0. Khi ®ã

(−1)mB(u, u)(t) =

N∑

h=1

∫

Ω

ϕ2
hapqD

quDpudx

+
∑

|l|+|s|<2m

∫

Ω

βlsD
suDludx

=

N∑

h=1

∫

Ω

apqD
qϕhuDpϕhudx+O

(
‖u‖Hm(Ω), ‖u‖Hm−1(Ω)

)
.Do kÕt qu¶ tr­êng hîp 2 ta cã

‖ϕhu‖2Hm(Ω) 6 γ2

∫

Ω

apqD
qϕhuDpϕhudx+ γ3‖ϕhu‖2

L2(Ω)Bëi vËy
(−1)mB(u, u)(t) > γ4‖u‖2

Hm(Ω) − γ5‖u‖2
L2(Ω)

− γ6‖u‖Hm(Ω)‖u‖Hm−1(Ω).



25Tõ ®©y vµ c¸c lý luËn nh­ chøng minh tr­êng hîp 2 ta nhËn ®­îckÕt luËn cña bæ ®Ò trong tr­êng h¬p tæng qu¸t. Bæ ®Ò ®­îc chøngminh.Tõ bæ ®Ò 1.1.1vµ bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã thÓ chøng minh®­îc kÕt qu¶ sau.Bæ ®Ò 1.1.2. Tån t¹i c¸c h»ng sè µ1 vµ λ1 (µ1 > 0 λ1 > 0, saocho
(−1)mB1(u, u)(t) > µ1‖u‖2

Hm,1
(QT )

− λ1‖u‖2
L2(QT )víi mäi hµm u(x, t) ∈

o

Hm,1(QT ), ë ®©y
B1(u, u)(t) = B(u, u)(t) + 2Re

m∑

|p|=1

∫

Ω

apD
puudx.Bæ ®Ò 1.1.3. Gi¶ sö f(x, t) ∈ L2(QT ) vµ u(x, t) lµ nghiÖm suyréng trong kh«ng gian Hm,1(QT ) cña bµi to¸n (1.1.1) - (1.1.3),h¬n n÷a utt ∈ L2(QT ). Khi ®ã víi hÇu kh¾p t ∈ (0, T ) cã ®¼ngthøc tÝch ph©n

(−1)m

∫

Ω

[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)papqD
puDpχ +

m∑

|p|=1

apD
puχ+ auχ

]
dx

=

∫

Ω

[
utt + f

]
χdx,ë ®ã χ lµ mét hµm tïy ý thuéc o

Hm(Ω).Chøng minh. Gi¶ sö {
χk(x) ∈

o

C∞(Ω), k = 1, 2...
} lµ mét tËp



26trï mËt trong o

Hm(Ω). XÐt hµm θ(τ) ∈ C∞(R1) sao cho θ(0) = 0víi |τ | > 1/2 vµ ∫ ∞

−∞

θ(τ)dτ = 1.Trong ®¼ng thøc (1.1.4) ta chän
η(x, t) = h−1χk(x)θ(

|t− t′|
h

)víi 0 < t′ < T , h < min(t′, T − t′). Khi ®ã ta nhËn ®­îc
∫

QT

(−1)m−1
[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)|p|apqD
quDpχk

]
h−1θ(

|t− t′|
h

)dxdt

+

∫

QT

(−1)m−1
[ m∑

|p|=1

apD
puχk + auχk

]
h−1θ(

|t− t′|
h

)dxdt

−
∫

QT

[
uttχk + fχk

]
h−1θ(

|t− t′|
h

)dxdt = 0 (1.1.5)KÝ hiÖu
ξ(t) = (−1)m−1

∫

Ω

[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)|p|apqD
quDpχk

+

m∑

|p|=1

apD
puχk + auχk − uttχk − fχk

]
dx.Tõ ®©y vµ (1.1.5) ta suy ra trung b×nh hãa cña hµm ξ(t) b»ngkh«ng. Bëi v× u ∈

o

Hm,2(QT ) vµ f ∈ L2(QT ), nªn ξ(t) ∈
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L2(0, T ). Tõ ®ã nhËn ®­îc ξ(t) = 0 trªn tËp (0, T ) \Ek, ë ®ã Eklµ tËp phô thuéc vµo hµm χk vµ mesEk = 0. §Æt

Ek =
∞∪

k=1
Ek.Khi ®ã ξ(t) = 0 trªn tËp (0, T ) \ E. Do tÝnh trï mËt cña hÖ

{χk}∞k=1, nªn
(−1)m

∫

Ω

[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)papqD
puDpχ +

m∑

|p|=1

apD
puχ+ auχ

]
dx

=

∫

Ω

[
utt + f

]
χdx,víi ∀χ ∈

o

Hm(Ω) vµ t ∈ (0, T ) \ E. Bæ ®Ò ®­îc chøng minh.2. TÝnh gi¶i ®­îc cña bµi to¸nTrong môc nµy ta xÐt sù tån t¹i vµ duy nhÊt nghiÖm suy réngcña bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt trong trô víi ®¸y lµ miÒn bÞchÆn víi biªn tïy ý.§Þnh lý 1.1.1. Gi¶ sö apq lµ c¸c hµm liªn tôc trong QT víi |p| =

|q| = m vµ
∣∣∣
∂apq

∂t
,
∂ap

∂t

∣∣∣ 6 µ, µ = const, 1 6 |p|, |q| 6 m.Khi ®ã bµi to¸n (1.1.1)− (1.1.3) cã kh«ng nhiÒu h¬n mét nghiÖmsuy réng trong kh«ng gian Hm,1(QT ).



28chøng minh. Gi¶ sö bµi to¸n (1.1.1)− (1.1.3) cã hai nghiÖm suyréng trong kh«ng gian Hm,1(QT ) lµ u1 vµ u2. §Æt
η(x, t) =






∫ t

b
[u1(x, τ) − u2(x, τ)]dτ , 0 6 t < b

0 , b 6 t 6 Të ®ã b lµ mét sè nµo ®ã thuéc ®o¹n [0, T ]. Kh«ng khã kh¨nta kiÓm tra ®­îc η(x, t) ∈
o

Hm,1(QT ), η(x, 0) = 0. H¬n n÷a,
ηt = u1 − u2. §Æt u = u1 − u2. Khi ®ã u lµ nghiÖm suy réng cñabµi to¸n (1.1.1)− (1.1.3) trong kh«ng gian Hm,1(QT ) víi f ≡ 0.Tõ nh÷ng lý luËn võa ®­a ra vµ ®¼ng thøc (1.1.4) ta nhËn ®­îc

(−1)m

∫

Qb

[ m∑

|p|,|q|=1

(−1)papqD
qηtDpη +

m∑

|p|=1

apD
pηtη

]
dxdt

=

∫

Qb

uttηtdxdt = 0, Qb = Ω × (0, b). (1.1.6)
KÝ hiÖu a00 = (−1)mλ1I, a1 = a − a00, ë ®©y λ1 ®­îc x¸c®Þnh trong bæ ®Ò 1.1.2, cßn I lµ ma trËn ®¬n vÞ cÊp s× s. Khi ®ãta viÕt l¹i (1.1.6)d­íi d¹ng. Bëi v× apq = (−1)|p|+|q|a∗qp, nªn khi



29céng (1.1.6) víi liªn hîp phøc cña nã ta nhËn ®­îc
∫

Qb

∂ηtηt

∂t
dxdt+Re

∫

Qb

m∑

|p|,|q|=0

(−1)|p|+m−1 ∂

∂t

(
apqD

qηDpη
)
dxdt

−Re

∫

Qb

m∑

|p|,|q|=0

(−1)|p|+m−1∂apq

∂t
DqηDpηdxdt

+ (−1)m−12Re

∫

Qb

[ m∑

|p|=1

apD
pηtη + a1ηtη

]
dxdt = 0. (1.1.7)Khi sö dông tÝch ph©n tõng phÇn vµ ®¼ng thøc

∫

Qb

apD
pηtηdxdt =

∫

Qb

∂

∂t

(
apD

pηη
)
dxdt−

∫

Qb

∂ap

∂t
Dpηηdxdt

−
∫

Qb

apD
pηηtdxdt,tõ (1.1.7) ta nhËn ®­îc

∫

Ω

|ηt(x, b)|2dx+

∫

Ω

(−1)m
m∑

|p|,|q|=0

apqD
qηDpη

∣∣
t=0
dx

+ (−1)m2Re
m∑

|p|=1

∫

Ω

apD
pηη

∣∣
t=0
dx+ (−1)m−12Re

∫

Qb

a1ηtηdxdt

+Re
m∑

|p|,|q|=0

(−1)|p|+m

∫

Qb

∂apq

∂t
DqηDpηdxdt

+ (−1)m2Re

∫

Qb

m∑

|p|=1

[∂ap

∂t
Dpηη + apD

pηηt

]
dxdt = 0. (1.1.8)



30Bëi v×
B1(η, η)(0) + (−1)mλ1‖η(x, 0)‖2

L2(Ω)

=

∫

Ω

m∑

|p|,|q|=0

(−1)|p|apqD
qηDpη

∣∣∣
t=0
dx+ 2Re

∫

Ω

m∑

|p|=1

apD
pηη

∣∣∣
t=0
dx,nªn tõ (1.1.8) ta nhËn ®­îc

∫

Ω

|ηt(x, b)|2dx+ (−1)mB1(η, η)(0)

+ λ1‖η(x, 0)‖2
L2(Ω) + (−1)m2Re

∫

QT

a1ηtηdxdt

+Re

∫

Qb

m∑

|p|,|q|=0

(−1)|p|+m∂apq

∂t
DqηDpηdxdt

+ (−1)m2Re

∫

Qb

m∑

|p|=1

[∂ap

∂t
Dpηη + apD

pηηt

]
dxdt = 0. (1.1.9)§Æt

υp(x, t) =

∫ 0

t

Dpu(x, τ)dτ, 0 < t < b,ta cã
Dpη(x, t) =

∫ t

b

Dpu(x, τ)dτ = υp(x, b) − υp(x, t).Tõ bæ ®Ò 1.1.2 ta nhËn ®­îc
(−1)mB1(η, η)(0) + λ1‖η(x, 0)‖2

L2(Ω) > µ1

∫

Ω

m∑

|p|=0

|υp(x, b)|2dx,


